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RÉSUMÉ 
 
Les écoulements de particules solides, présents dans différents types d’applications industrielles, 
présentent un comportement complexe et difficile à analyser. Dans le cadre des travaux  effectués 
à l’unité de recherche sur les procédés d’écoulements industriels (URPEI), il a été constaté lors 
de certaines manipulations expérimentales dans un mélangeur rotatif qu’il est possible de 
contrôler la force cohésive présente entre des particules en enrobant ces dernières avec un certain 
type de polymère. En effet, il a été constaté que la force cohésive peut être augmentée soit par 
l’accroissement de l’épaisseur de polymère sur les particules, ou encore par l’augmentation de la 
température du lit de particules. Par ailleurs, une des manières permettant de mieux étudier les 
écoulements de particules solides est de procéder à des simulations informatiques, à l’aide de la 
méthode des éléments discrets (DEM). Cependant, le code informatique de l’URPEI, utilisant la 
DEM, ne permettait pas d’inclure de force cohésive entre les particules. 
 
L’objectif principal de ce projet était donc la modélisation numérique de l’écoulement de 
particules cohésives. Pour ce faire, des modèles de cohésion appropriés ont été sélectionnés pour 
la direction normale du contact, ainsi que pour la direction tangentielle. Le modèle JKR fut retenu 
pour la direction normale, ainsi que le modèle de Thornton pour la direction tangentielle. Ces 
deux modèles ont été introduits dans le code informatique de l’URPEI, développé en Fortran 90. 
Afin de s’assurer du bon fonctionnement du programme, onze tests de vérification ont été 
effectués. Ceux-ci, contenant une, deux ou cinq particules, ont permis de s’assurer de la validité 
des résultats obtenus pour des impacts dans la direction normale du contact. La force tangentielle 
n’a pas été considérée, car cela dépassait le cadre du projet. En outre, afin de procéder à des 
écoulements de particules cohésives et d’évaluer la précision les résultats, des tests d’angles de 
repos statiques et des tests d’écoulements dans un mélangeur rotatif ont été effectués. Dans un 
premier temps, il a été démontré que l’augmentation de la force cohésive entre les particules 
permet d’augmenter l’angle de repos, ce qui est en accord avec la littérature. Par ailleurs, 
concernant les tests d’écoulements dans le mélangeur rotatif, il a été démontré que 
l’accroissement de la force cohésive entre les particules permet la dilatation du lit de particules, 
due à l’augmentation de la porosité. 
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ABSTRACT 
 
Granular flows are present in various types of industrial applications and exhibit complex 
behaviors that are complex and difficult to analyze. In the context of the work carried out at the 
Research Unit on Industrial Flows (URPEI), it was discovered with some experiments in a 
rotating mixer that it is possible to control the cohesive force between particles by coating the 
latter with a certain type of polymer. Indeed, it was found that the cohesive force can be increased 
either by increasing the thickness of the polymer, or by increasing the temperature of the particle 
bed. In addition, one of the ways to study granular flows is to perform computer simulations 
using the discrete element method (DEM). However, the computer code based on the DEM and 
available at URPEI did not include the possibility to add cohesive forces between particles. 
 
The main objective of this project was the numerical modeling of cohesive granular flows. To 
perform this task, appropriate cohesive models were selected for the normal direction of the 
contact, as well as for the tangential direction. The JKR model was used for the normal direction, 
and the Thornton model for the tangential direction. Both models were introduced in the 
computer code available at URPEI and developed in Fortran 90. To ensure the proper functioning 
of the program, eleven verification tests were performed. These tests, containing one, two or five 
particles have ensured the validity of the results obtained for impacts in the normal direction of 
the contact. In addition, in order to simulate cohesive granular flows and to validate the results, 
static repose angle tests were conducted as well as cohesive flows in a rotating mixer. First, it 
was shown that an increase of the cohesive force between particles increases the repose angle, 
which is in agreement with the literature. Also, for the simulations in the rotating mixer, it was 
shown that increasing the cohesive force between the particles allows the expansion of the 
particle bed due to the increase of porosity. 
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1 
CHAPITRE 1 INTRODUCTION 
 
1.1 Définitions et concepts de base 
Dans le domaine du génie chimique, les procédés nécessitant l’utilisation de matière particulaire 
sont nombreux et présents dans différentes sphères d’activités du milieu industriel (Bridgwater, 
2003). Il est possible de les retrouver, entre autres, dans les domaines pharmaceutique, 
métallurgique et agroalimentaire (McCarthy & Ottino, 1998). De ce fait, il est crucial d’un point 
de vue économique et de contrôle-qualité de comprendre et de prévoir les dynamiques 
d’écoulement et de mélange de particules (Sato, Nakamura, & Watano, 2008).  
 
Le comportement de la matière particulaire peut être très complexe à analyser (McCarthy, Jasti, 
Marinack, & Higgs, 2010). En effet, contrairement aux fluides dont le mouvement peut être 
décrit par les équations de Navier-Stokes, aucune équation constitutive n’a encore été établie 
pour les poudres. Par conséquent, un des moyens permettant de comprendre et de prévoir ce 
comportement est de procéder à des simulations informatiques à l’aide de méthodes numériques 
en utilisant des modèles appropriés pour calculer les forces de contact. Les méthodes numériques 
sont d’ailleurs de plus en plus populaires due à l’accroissement fulgurant des ressources 
informatiques depuis le début des années 1990. Une des méthodes les plus répandues et connues 
due à sa simplicité est, sans aucun doute, la méthode des éléments discrets (DEM), également 
nommée méthode des éléments distincts dans plusieurs ouvrages. Cette dernière a originalement 
été développée par Cundall et Strack (1979) à la fin des années 1970. Dans le but de permettre la 
modélisation numérique du mélange de poudres, l’unité de recherche sur les procédés 
d’écoulements industriels (URPEI) de l’École Polytechnique de Montréal a développé un code 
informatique utilisant la DEM, à l’aide du langage de programmation Fortran 90. Toutefois, ce 
programme ne permet pas d’inclure les forces de cohésion lors des simulations, limitant ainsi le 
type d’études de cas pouvant être réalisé.    
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1.2 Éléments de la problématique 
1.2.1 Écoulements libres et écoulements cohésifs 
Il est possible de classer le type d’écoulement de particules dans deux catégories différentes : 
l’écoulement libre et l’écoulement cohésif. Le premier type peut être décrit comme un système 
dont les forces en jeux sont les forces de contact et les forces externes telles que la gravité, la 
force de traînée, ainsi que la poussée d’Archimède. Le second type, c’est-à-dire l’écoulement 
cohésif, est caractérisé par la présence des mêmes forces que l’écoulement libre, mais avec 
l’ajout de forces cohésives causées par une adhésion de surface ou encore par des interactions 
interparticulaires. À titre d’exemple, il suffit de penser à la différence entre du sable sec et 
humide. En effet, les grains de sable secs s’écoulent facilement, contrairement aux grains 
humides qui collent les uns sur les autres.  
 
Depuis le développement des méthodes numériques telles que la DEM, les simulations effectuées 
ont la plupart du temps été effectuées pour des écoulements libres (Alexander et al., 2006; Cleary 
& Sawley, 2002; Faqih, Chaudhuri, Alexander, et al., 2006), principalement à cause du manque 
de connaissances des différents mécanismes d’adhésion (entre des molécules différentes) et de 
cohésion (entre des molécules semblables). Par ailleurs, depuis les années 2000, l’intérêt 
croissant des chercheurs pour l’étude de ces mécanismes, la constante évolution de la puissance 
des ordinateurs, ainsi que le développement de grappes de serveurs puissantes permettant de 
répartir les calculs sur plusieurs processeurs ont favorisé le développement des connaissances 
dans ce domaine.  
 
De plus, les forces cohésives peuvent être présentes dans diverses circonstances (voir la Section 
2), et dans un milieu autant sec qu’humide. Celles-ci peuvent affecter considérablement les 
patrons d’écoulement et de mélange de la matière granulaire, de même que la ségrégation et la 
compaction des particules (Chaudhuri, Mehrotra, Muzzio, & Tomassone, 2006; Forsyth, Hutton, 
& Rhodes, 2002; Mehrotra, Chaudhuri, Faqih, Tomassone, & Muzzio, 2009; R. Yang, Zou, 
Dong, An, & Yu, 2007). En outre, lorsque celles-ci surpassent les forces externes telles que la 
gravité, il peut y avoir la formation d’agglomérats (Matuttis & Schinner, 2001). Par conséquent, 
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il est important de tenir compte de ces effets lors de la conception des équipements dans les 
procédés qui nécessitent l’utilisation de particules (Isabel Figueroa, Li, & McCarthy, 2009). 
 
1.2.2 Motivation du projet de recherche 
Dans le cadre des différentes activités de recherche de l’URPEI, il a été constaté que l’enrobage 
de particules d’un diamètre moyen de 1,2 mm par une couche mince d’un polymère de type 
polyacrylate d’éthyle/polyméthacrylate de méthyle (PEA/PMMA), connu sous le nom 
commercial EUDRAGIT NE 30D™, permet de modifier et de contrôler les forces d’adhésion 
entre les particules (Bouffard, Bertrand, Chaouki, & Giasson, 2012a). Plus particulièrement, 
l’effet drastique de deux paramètres a été observé expérimentalement : 
1. La variation de la température ; 
2. La variation de l’épaisseur de la couche de polymère. 
 
Selon l’étude réalisée, il s’est avéré qu’une augmentation de température permet d’accroître les 
forces cohésives entre les particules. Par ailleurs, une augmentation de l’épaisseur de polymère 
favorise également la hausse des forces cohésives. Les manipulations ont été effectuées dans un 
sphéroniseur qui consiste en un équipement cylindrique dont la paroi circulaire du bas est en 
rotation. Un exemple de sphéroniseur en fonction est présenté à la figure 1-1. 
 
 
Figure 1-1: Exemple de sphéroniseur en fonctionnement (LCI, 2012) 
 
Lit de particules 
en rotation 
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Dans le contexte d’écoulement de particules enrobées d’une couche polymérique, la cohésion est 
induite par l’interdiffusion des chaînes polymériques lors des contacts entre les particules, grâce à 
un mouvement de reptation. Le mécanisme général de ce type de cohésion peut être divisé en 
quatre étapes principales, illustrées à la figure 1-2. 
 
Figure 1-2: Cohésion de deux particules et diffusion des chaînes polymériques : a) Approche de 
deux particules; b) Interdiffusion des chaînes polymériques; c) Séparation des particules avec 
formation de cavités; c) Détachement complet (Bouffard, et al., 2012a) 
 
L’investigation expérimentale de ce système a été effectuée. Il a été démontré que l’évolution des 
forces de cohésion selon différentes épaisseurs de polymère ou valeurs de température a un 
impact significatif sur le patron d’écoulement des particules à l’intérieur du sphéroniseur. Dans 
un premier temps, il a été possible de constater une hausse du volume du lit de particules, suivant 
la croissance des forces cohésives, principalement due à la formation d’agglomérats. De même, 
quatre régimes d’écoulement distincts ont pu être identifiés et ceux-ci sont présentés à la figure 1-
3 (pour plus de détails concernant les différents régimes, voir Bouffard et al. (2012b)).  
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Le premier régime (FS-I) est celui où aucune force cohésive n’est présente. L’écoulement 
s’effectue donc selon une géométrie toroïdale constante.  
 
Ensuite, le second régime (FS-II) est caractérisé par la formation d’agglomérats de taille variable.  
 
Le troisième régime (FS-III), quant à lui, est caractérisé par une division en deux de la géométrie 
toroïdale, de sorte que deux tores se forment et se superposent. De même, il est possible 
d’assister à un mouvement cyclique des formes toroïdales, c’est-à-dire qu’il y a la présence de 
fluctuations périodiques des deux tores. La température à laquelle il commence à y avoir la 
présence de ces deux géométries toroïdales est identifiée par Tper dans la figure 1-3. 
 
Finalement, le quatrième régime (FS-IV) est celui où les forces de cohésion sont telles qu’elles 
surpassent toutes les autres forces présentes. Ainsi, les particules restent adhérées les unes sur les 
autres et l’ensemble du tore se comporte comme une masse unique. 
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Figure 1-3: Les quatre régimes d’écoulement observés expérimentalement (Bouffard, et al., 
2012b) 
 
Puisque la caractérisation expérimentale de ce type d’écoulement a déjà été effectuée, la suite de 
l’étude est de procéder à des simulations informatiques pour comprendre davantage la dynamique 
d’écoulement, ainsi que l’obtention d’outils supplémentaires permettant la caractérisation des 
différents régimes. Cependant, il est à ce jour impossible de procéder à ce genre de simulation, 
car aucun modèle de cohésion n’a été implanté dans le code DEM de l’URPEI. 
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1.3 Objectif général de recherche 
L’objectif général de ce projet de recherche est d’effectuer la modélisation numérique 
d’écoulements de particules cohésives, par la méthode des éléments discrets. 
 
1.4 Plan du mémoire 
Tout d’abord, afin de permettre au lecteur de bien se situer par rapport au sujet, une revue de la 
littérature exposant l’état de l’art est présentée au chapitre 2. Dans cette section, la méthode des 
éléments discrets est décrite. Les différents types de forces cohésives entre les particules sont 
ensuite présentés. Dans un troisième temps, les modèles de cohésion pour les directions normales 
et tangentielles de la force de contact sont exposés. En outre, la méthode pour choisir 
judicieusement un modèle de cohésion pour la direction normale est présentée. Enfin, les 
méthodes possibles de vérification et d’évaluation de la précision sont présentées ainsi que les 
objectifs spécifiques. 
 
La méthodologie est décrite au chapitre 3. Dans cette section, il est question du modèle de 
cohésion utilisé autant dans la direction normale que la direction tangentielle. De plus, la manière 
dont le modèle de cohésion global est implanté dans le code DEM est présentée. Les méthodes 
utilisées de vérification du code DEM et de l’étude du comportement des poudres cohésives sont 
aussi exhibées. 
 
La discussion est contenue au chapitre 4, en ce qui concerne les tests de vérification du code 
DEM et des tests d’évaluation de la précision du code DEM modifié. 
 
Enfin, le chapitre 5 conclut ce mémoire en présentant la synthèse des travaux ainsi que les limites 
et recommandations. 
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CHAPITRE 2 REVUE DE LITTÉRATURE 
 
En premier lieu, le fonctionnement de la méthode des éléments discrets est présenté. Dans cette 
partie, l’algorithme général est expliqué et les différents modèles non cohésifs permettant de 
calculer la force lors d’une collision entre des particules sont aussi présentés. Ensuite, une revue 
des différents types de forces cohésives est exposée. Dans un troisième temps, les principaux 
modèles de cohésion permettant d’effectuer la modélisation de particules cohésives sont 
présentés, autant pour la direction normale, que pour la direction tangentielle d’un impact 
particulaire. Des exemples de l’utilisation de ces modèles spécifiquement avec la DEM sont 
montrés. En outre, les moyens permettant de sélectionner judicieusement un modèle de cohésion 
sont décrits. Finalement, des méthodes de vérification et d’évaluation de la précision sont 
présentées. 
  
2.1 Méthode des éléments discrets  
Originalement développée par Cundall & Strack (1979), la DEM est une méthode numérique 
dont l’hypothèse principale est que la matière est constituée de particules discrètes indépendantes. 
Le fonctionnement de cette méthode est direct et relativement simple. Elle consiste à calculer la 
force totale que subit chaque particule puis d’intégrer deux fois l’équation du mouvement de 
Newton (éq. 2.1). Ceci permet d’obtenir la position et la vitesse de chaque particule à chaque 
itération en temps (Bertrand, Leclaire, & Levecque, 2005; Lemieux et al., 2008). 
 
 
𝑭𝑖 = 𝑚𝑖 𝑑2𝒙𝑖𝑑𝑡2   (2.1) 
où 𝑭𝑖, 𝑚𝑖, 𝒙𝑖, sont respectivement la force totale, la masse et les coordonnées du centre de masse 
de la particule 𝑖. La rotation des particules est aussi considérée en calculant le couple :  
 
𝑻𝑖 = 𝐼𝑖 𝑑𝝎𝑖𝑑𝑡   (2.2) 
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Où 𝑻𝑖, 𝐼𝑖, 𝝎𝑖 sont respectivement le couple, le moment d’inertie, ainsi que la vitesse angulaire de 
la particule 𝑖. Cependant, l’équation 2.2 est présentée uniquement à titre informatif, puisque la 
présente étude est concentrée uniquement sur l’analyse des contacts dans les directions normales 
et tangentielles.  
 
L’algorithme général est divisé en quatre étapes principales pour chaque itération en temps, soit : 
1. La détection des contacts ; 
2. Le calcul des forces de contact pour chaque paire de particules ; 
3. Le bilan de forces total ; 
4. Le calcul de la nouvelle position pour chaque particule. 
 
2.1.1 La détection des contacts pour des particules sphériques 
Il y a détection d’un contact entre deux particules lorsque ces dernières se chevauchent dans la 
direction normale (𝜹𝑛). La méthode la plus aisée est de considérer des particules sphériques, 
puisque le chevauchement peut être calculé simplement en ayant les coordonnées du centre des 
particules. L’orientation de ces dernières lors de l’impact n’a donc pas d’importance, 
contrairement aux particules non sphériques : 
 
𝜹𝑛 = 𝑅1 + 𝑅2 − �( (𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2 + (𝑧1 − 𝑧2)2)2 > 0  (2.3) 
 
Où 𝜹𝑛 est la distance de chevauchement normale, 𝑅𝑖 est le rayon de la particule 𝑖 et (𝑥𝑖 ,𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) 
sont les coordonnées du centre de masse de la particule 𝑖. La figure 2-1 illustre la détection d’un 
contact entre deux particules sphériques : 
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Figure 2-1: Détection d’un contact entre deux particules sphériques 
 
2.1.2 Forces de contact lors d’une collision 
Lors de la collision entre deux particules, la force de contact est décomposée selon les 
composantes normale et tangentielle : 
 𝑭𝑐 = 𝑭𝑁 + 𝑭𝑇  (2.4) 
où 𝑭𝑐 est la force de contact entre deux particules, 𝑭𝑁 est la force normale et 𝑭𝑇 est la force 
tangentielle. 
2.1.2.1 Force normale 𝑭𝑵 
Il existe quatre catégories de modèles pour la force normale : les modèles à potentiel continu, les 
modèles viscoélastiques linéaires, les modèles viscoélastiques non linéaires, ainsi que les 
modèles hystérétiques (Kruggel-Emden, Simsek, Rickelt, Wirtz, & Scherer, 2007). 
 
Les modèles à potentiel continu permettent de calculer la force normale en combinant une force 
potentielle, ainsi qu’une force d’amortissement : 
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 𝑭𝑁 = 𝑭𝑝𝑡𝑁 + 𝑭𝑑𝑁  (2.5) 
où 𝑭𝑝𝑡𝑁  est la force normale potentielle et 𝑭𝑑𝑁 est la force normale d’amortissement et où la force 
normale potentielle peut être calculée par : 
 
𝑭𝑝𝑡
𝑁 =  − 𝑑𝜙
𝑑𝑥𝑖𝑗
  (2.6) 
Le potentiel 𝜙 peut être calculé selon le potentiel de Lennard-Jones (Akiyama, Aoki, Iguchi, & 
Nishimoto, 1996; Aoki & Akiyama, 1995) : 
 
𝜙 = 𝜀 ��𝐷𝑒
𝑥𝑖𝑗
�
12
− �
𝐷𝑒
𝑥𝑖𝑗
�
6 + 14�  (2.7) 
où 𝜀 est l’énergie caractéristique, 𝐷𝑒 est la distance d’équilibre à laquelle le potentiel est nul et 𝑥𝑖𝑗 
est la distance entre deux particules. La force normale d’amortissement 𝑭𝑑𝑁 est quant à elle 
dépendante et proportionnelle à la vitesse normale 𝑽𝑛 : 
 𝑭𝑑𝑁 = 𝐶𝑽𝑛  (2.8) 
Les modèles viscoélastiques linéaires permettent de calculer la force normale en combinant une 
force élastique et une force d’amortissement : 
 𝑭𝑁 = 𝑭𝑒𝑁 + 𝑭𝑑𝑁 = 𝑘𝜹𝑛  + 𝐶𝑽𝑛  (2.9) 
où 𝑘 est la constante de rappel du ressort. Les modèles viscoélastiques non linéaires sont 
similaires aux modèles viscoélastiques linéaires et proviennent majoritairement de la théorie de 
Hertz (Kruggel-Emden, et al., 2007): 
 
𝑭𝑁 = 𝑭𝑒𝑁 + 𝑭𝑑𝑁 = 𝑘𝜹𝑛32 + 𝐶𝑽𝑛  (2.10) 
La théorie de Hertz est la suivante :  
 
𝑭𝑒
𝑁 = 𝑘𝜹𝑛32   (2.11) 
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Ces derniers modèles sont largement utilisés dans la méthode des éléments discrets. On retrouve, 
entre autres, le modèle de Zhou et al. (2002) exprimé ci-dessous autant pour la force normale 
élastique que la force normale d’amortissement (Bertrand, et al., 2005; Lemieux, et al., 2008) : 
 
𝑭𝑒
𝑁 = 43𝐸∗�𝜹32𝒏  (2.12) 
 
𝑭𝑑
𝑁 = 𝑐𝑁�6𝑚𝑖𝑗𝐸∗�𝑅∗𝜹𝑛�𝑽𝑛  (2.13) 
où 𝑐𝑁 est le coefficient d’amortissement normal, 𝑚𝑖𝑗 est la masse d’une particule, 𝑽𝑛 est la 
vitesse normale et 𝐸∗ est le module d’Young réduit, c’est-à-dire : 
 
𝐸∗ = �1 − 𝑣12
𝐸1
+ 1 − 𝑣22
𝐸2
�
−1
  (2.14) 
et où 𝐸𝑖 et 𝑣𝑖 sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson du matériau 𝑖. 
𝑅∗ représente quant à lui le rayon réduit : 
 
𝑅∗ = � 1
𝑅1
+ 1
𝑅2
�
−1
  (2.15) 
Les modèles hystérétiques ont été développés afin de tenir compte de la déformation plastique 
lors des collisions de particules. Un des plus connus est le modèle de Walton et Braun (1986) : 
 𝑭𝑁 = 𝑘1𝜹𝑛     pour la compression  (2.16) 
 
𝑭𝑁 = 𝑘2�𝜹𝑛 − 𝜹𝑛0�     pour la décompression  (2.17) 
où 𝑘1 et 𝑘2 sont des constantes de rappel différentes et 𝜹𝑛0 est la déformation finale subie par la 
particule. 
 
Les modèles les plus utilisés dans le cadre des simulations numériques avec la DEM sont les 
modèles viscoélastiques linéaires et non linéaires, puisqu’ils permettent de modéliser les forces 
de contact en considérant une contribution élastique ainsi qu’une contribution d’amortissement. 
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Les modèles à potentiel continu sont réputés ne pas être efficaces pour les simulations DEM et 
les modèles hystérétiques sont peu employés puisque leur précision semble grandement 
influencée par le type de matériau utilisé (Alizadeh, Bertrand, & Chaouki, 2013). 
 
2.1.2.2 Force tangentielle 
Malgré le fait que la contribution de la composante tangentielle est largement inférieure à celle de 
la composante normale (Antony, 2000) pour le calcul de la force totale, celle-ci est presque 
toujours présente dans le calcul des forces de contact. Un des modèles les plus utilisés dans la 
méthode des éléments discrets est celui de Mindlin & Deresiewicz (1952) : 
 
𝑭𝑒
𝑇 = 𝜇𝑠|𝑭𝑒𝑁||𝜹𝑡|
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡1 − �1 − �𝑚𝑖𝑛�|𝜹𝑡|,𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥�
𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥 ��
3
2
⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
𝜹𝑡 (2.18) 
 
𝑭𝑑
𝑇 = 𝑐𝑇
⎝
⎜
⎜
⎛6𝑚𝑖𝑗𝜇𝑠|𝑭𝑒𝑁|�1 − |𝜹𝑡|𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥
⎠
⎟
⎟
⎞
1
2
𝑽𝑡 (2.19) 
 
où 𝑭𝑒𝑇 est la force tangentielle élastique, 𝑭𝑑𝑇  est la force tangentielle d’amortissement, 𝜹𝑡 est le 
déplacement total dans la direction tangentielle du point de contact, 𝑐𝑇 est le coefficient 
d’amortissement tangentiel, 𝜇𝑠 est le coefficient de friction statique, 𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥 est le déplacement 
maximal dans la direction tangentielle du point de contact et 𝑽𝑡 est la vitesse dans la direction 
tangentielle. Par ailleurs, le déplacement maximal 𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥 est calculé de la manière suivante pour 
des particules ayant les mêmes propriétés  (Kempton, Pinson, Chew, Zulli, & Yu, 2011) :      
 
 
𝛿𝑡,𝑚𝑎𝑥 = 𝜇𝑠 2 − 𝑣2(1 − 𝑣)  (2.20) 
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2.1.3 Bilan de forces 
Lorsque les forces de contact sont calculées, le bilan de force peut être établi à partir de 
l’équation 2.1 et ce pour chaque particule afin de calculer l’accélération 𝒂. La force totale qui agit 
sur une particule est composée de la somme des forces de contact qui agissent sur cette dernière 
(∑𝑭𝑐), ainsi que les forces extérieures, telles que la poussée d’Archimède, la force de traînée et 
la gravité. 
 
𝑭𝐴𝑟𝑐ℎ𝑖𝑚è𝑑𝑒 + 𝑭𝑡𝑟𝑎î𝑛é𝑒 + 𝑭𝑔𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡é + �𝑭𝑐 = 𝑚𝒂  (2.21) 
Où 𝒂 = 𝑑2𝒙𝑖
𝑑𝑡2
 est l’accélération (voir éq. 2.1). Il est à noter que s’il y a présence d’une force 
cohésive, celle-ci peut être ajoutée aux forces extérieures dans le cas d’un champ de force, ou 
peut être directement comprise dans la force de contact s’il s’agit d’une force cohésive de 
contact. Afin de considérer la rotation, un bilan de moment angulaire est aussi effectué. 
 
2.1.4 Calcul de la nouvelle position 
Le bilan présenté dans la section 2.1.3 est effectué pour une valeur de temps précise. Cette valeur 
est incrémentée selon un pas de temps déterminé préalablement et la position ainsi que la vitesse 
de chaque particule peuvent être à nouveau calculées. Ainsi, la valeur du pas de temps est critique 
puisque la plus petite valeur possible est nécessaire afin de reproduire avec précision le 
comportement réel du système granulaire, c’est-à-dire de s’assurer que le profil de vitesse est 
adéquat et que tous les contacts entre les particules sont détectées. Cependant, plus le pas de 
temps est faible, plus le nombre d’itérations sera important, ce qui se traduira par un coût 
important en ressources informatiques. Il est donc essentiel de déterminer un pas de temps 
adéquat qui permet d’obtenir une précision acceptable et en limitant le plus possible le nombre de 
calculs nécessaires. Pour cela, une manière de procéder est d’avoir recours à un pas de temps ∆𝑡 
qui est plus petit que le temps caractéristique 𝜏𝑐 où le temps caractéristique est défini par le temps 
de contact moyen entre les particules lors d’une collision (Lemieux, et al., 2008) : 
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∆𝑡 < 𝜏𝑐 = 𝑅∗�8𝜌𝜋3𝐸∗   (2.22) 
où 𝜌 est la densité d’une particule. 
 
Ainsi, à chaque itération de temps, la seconde loi de Newton est intégrée deux fois afin d’obtenir 
la nouvelle position et la nouvelle vitesse de chaque particule. Puisque des millions d’itérations 
peuvent être nécessaires, il est essentiel d’utiliser des schémas d’intégration appropriés, telle que 
la méthode Half-step leapfrog Verlet (Bertrand, et al., 2005; Fraige & Langston, 2004) : 
 
 
𝑣 �𝑡 + 12∆𝑡� = 𝑣 �𝑡 − 12∆𝑡� + 𝑎(𝑡)∆𝑡  (2.23) 
 
𝑥(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑣 �𝑡 + 12∆𝑡� ∆𝑡  (2.24) 
 
𝑣(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑣 �𝑡 + 12∆𝑡� + 12𝑎(𝑡)∆𝑡  (2.25) 
où 𝑥(𝑡 + ∆𝑡) et 𝑣(𝑡 + ∆𝑡) sont respectivement la nouvelle position et la nouvelle vitesse. 
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2.2 Forces cohésives entre les particules  
L’impact entre deux ou plusieurs particules peut résulter en une attrition ou coalescence selon la 
cinématique d’impact, la microstructure des particules et l’interaction interparticulaire (Lian, 
Thornton, & Adams, 1998). La cohésion causée par la force interparticulaire peut être classée 
dans deux catégories différentes, soit une cohésion dite « humide » ou  « sèche ». La cohésion 
« humide » est causée par la présence de forces capillaires. En ce qui concerne la cohésion 
« sèche », celle-ci peut être causée par la force de Van der Waals et la force électrostatique. La 
figure 2.2 illustre les principales forces de cohésion entre les particules en fonction du diamètre 
particulaire et démontre bien l’importance de ces forces par rapport au poids particulaire. 
 
 
Figure 2-2: Forces cohésives en fonction du diamètre de particule (Zhu, Zhou, Yang, & Yu, 
2007) 
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Par ailleurs, afin de caractériser l’importance des forces cohésives, le nombre adimensionnel de 
Bond est très souvent utilisé, ce dernier représentant le ratio des forces cohésives sur le poids des 
particules (Nase, Vargas, Abatan, & McCarthy, 2001) : 
 
𝐵0 = 𝐹𝑐𝑜ℎ𝑚𝑔   (2.26) 
où 𝐵0 est le nombre de Bond, 𝐹𝑐𝑜ℎ est la force adhésive et 𝑚𝑔 est le poids particulaire. 
 
2.2.1 Cohésion « humide » 
La cohésion dite « humide » peut être caractérisée par la présence de forces capillaires entre les 
particules, causée par la présence d’un liquide entre ces dernières. En effet, la présence de forces 
capillaires en plus de la tension de surface du liquide créera un pont liquide (Lian, Thornton, & 
Adams, 1993). Par ailleurs, tel qu’illustré à la figure 2-3, il n’est pas nécessaire qu’il y ait un 
contact physique entre deux particules pour la formation d’un pont liquide (Muguruma, Tanaka, 
& Tsuji, 2000). 
 
Figure 2-3: Exemple de pont liquide (S. C. Yang & Hsiau, 2001) 
 
La géométrie d’un pont liquide peut être très complexe et il est possible de procéder selon deux 
approches afin de calculer tous les paramètres, soit celle de l’approximation toroïdale de Fisher 
(1926) ou encore selon la solution exacte de l’équation de Laplace-Young (S. C. Yang & Hsiau, 
2001). Ces approches sont présentées plus en détail dans la section 2.3.5. 
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2.2.2 Cohésion « sèche » 
Tel qu’illustré à la figure 2-2, les forces capillaires sont les plus dominantes en fonction du 
diamètre particulaire. Cependant, en l’absence d’un agent liquide, les forces cohésives peuvent 
être causées par les forces de Van der Waals ou par les forces électrostatiques lorsque la taille de 
la particule se situe environ entre 5 nm et 5 µm. Lorsque la taille de la particule se situe sous 5 
nm, les interactions sont davantage dominées par le mouvement Brownien et lorsque la taille est 
plus élevée que 5 µm, les forces interparticulaires sont dominées par les forces mécaniques 
externes (visqueuse, inertie, gravité) (Hong, 1997). 
 
2.2.2.1 Force de Van der Waals 
La force de Van der Waals, nommée ainsi pour honorer le travail du physicien hollandais 
Johannes Diderik van der Waals, peut être présente entre plusieurs combinaisons de molécules et 
de surfaces. 
2.2.2.1.1 Forces de Van der Waals entre les molécules 
Cette force est causée par la présence d’interactions dipolaires provenant de trois origines 
différentes : 
 Interaction de Keesom (phénomène d’orientation) 
 
𝐸𝐾 = − 𝜇12𝜇223(4𝜋𝜀0)2𝑘𝐵𝑇𝐷6  (2.27) 
où 𝐸𝐾 est l’énergie potentielle d’interaction entre deux molécules, 𝜇𝑖 est le moment dipolaire, 𝜀0 
est la permittivité du vide, 𝑘𝐵𝑇 est l’énergie thermique et D est la distance entre les deux 
molécules.  
 Interaction de Debye (phénomène d’induction) 
 
𝐸𝐷 = − 𝜇12𝛼2+𝜇22𝛼13(4𝜋𝜀0)2𝐷6  (2.28) 
où 𝛼 est la polarisabilité. 
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 Forces de dispersion de London (phénomène de dispersion) 
 
𝐸𝐿 = −32 𝛼1𝛼2(4𝜋𝜀0)2𝐷6 ℎ𝜈1𝜈2(𝜈1 + 𝜈2)  (2.29) 
où ℎ est la constante de Planck et 𝜈 est la fréquence. 
L’énergie potentielle de Van der Waals peut être obtenue en additionnant les trois contributions 
précédentes : 
 
𝐸𝑉𝑑𝑊 = − 1𝐷6 � 𝜇12𝜇223(4𝜋𝜀0)2𝑘𝐵𝑇 + 𝜇12𝛼2+𝜇22𝛼13(4𝜋𝜀0)2 + 32 𝛼1𝛼2(4𝜋𝜀0)2 ℎ𝜈1𝜈2(𝜈1 + 𝜈2)�  (2.30) 
 
La force totale peut être obtenue en dérivant l’équation précédente par la distance 𝐷. 
 
𝐹𝑉𝑑𝑊 = − 16𝐷7 � 𝜇12𝜇223(4𝜋𝜀0)2𝑘𝐵𝑇 + 𝜇12𝛼2+𝜇22𝛼13(4𝜋𝜀0)2 + 32 𝛼1𝛼2(4𝜋𝜀0)2 ℎ𝜈1𝜈2(𝜈1 + 𝜈2)�  (2.31) 
où 𝐹𝑉𝑑𝑊 est la force de Van der Waals (N). 
 
2.2.2.1.2 Forces de Van der Waals entre objets macroscopiques 
Afin de calculer les forces de Van der Waals pour des entités de taille plus imposante que des 
molécules, il est possible de procéder avec l’approche d’Hamaker, selon laquelle la force totale 
est la sommation des interactions dipolaires entre les molécules formant l’entité. Ainsi, l’énergie 
potentielle est exprimée de la manière suivante :  
 
𝐸𝑉𝑑𝑊 = −𝐴𝐻𝑅∗6𝐷   (2.32) 
où 𝐴𝐻 est la constante d’Hamaker. Cette valeur varie habituellement entre 10
-19 et 10-20 joules. 
 
Selon la même approche que précédemment, il est possible d’obtenir la force en dérivant par la 
distance entre les deux entités : 
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𝐹𝑉𝑑𝑊 = −𝐴𝐻𝑅∗6𝐷2   (2.33) 
 
Pour des particules de même taille, on peut réécrire l’équation précédente sous la forme suivante : 
 
𝐹𝑉𝑑𝑊 = − 𝐴𝐻𝑅12𝐷2  (2.34) 
 
Pour des particules de tailles différentes, l’équation est de la forme suivante : 
 
𝐹𝑉𝑑𝑊 = − 𝐴𝐻𝑅1𝑅2(𝑅1 + 𝑅2)6𝐷2  (2.35) 
De plus, on considère habituellement des particules sphériques pour le calcul des forces, car il est 
très difficile d’obtenir la distance 𝐷 entre des particules non sphériques puisqu’elle dépend de 
l’orientation de ces dernières. 
 
2.2.2.1.3 Force électrostatique 
La force électrostatique peut être présente entre deux particules. Selon la loi de Coulomb, cette 
force peut être calculée de la manière suivante (Kuniaki, Hiroaki, Shuji, & Ko, 2006) : 
 
𝐹𝐸𝐶 = 14𝜋𝜀0 𝑞1𝑞2𝐷2   (2.36) 
Où 𝜀0 est la constante diélectrique du milieu et 𝑞1 et 𝑞2 représentent la charge des deux 
particules. 
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2.2.3 Travail d’adhésion et énergie de surface 
Puisque l’adhésion entre les surfaces est intimement liée aux propriétés des matériaux qui les 
composent, le travail thermodynamique d’adhésion et l’énergie de surface sont souvent utilisés 
pour quantifier la cohésion entre celles-ci (Lee, Kang, & Kwon, 2008; Wu & You, 2007) : 
 𝑊 = 𝛾1 + 𝛾2 − 𝛾12  (2.37) 
où 𝑊 est le travail d’adhésion, 𝛾1 et 𝛾2 représentent l’énergie de surface des matériaux 1 et 2, et 
𝛾12 est l’énergie interfaciale entre les deux surfaces. Lorsque les deux surfaces sont identiques, 
l’équation 2.37 se réduit à : 
 𝑊 = 2𝛾  (2.38) 
 
Le tableau 2.1 indique des valeurs typiques d’énergie de surface. 
 
Substance Énergie de surface (mJ/m2) 
Polyéthylène - PE 32,4 
Polyméthylméthacrylate - PMMA 40,2 
Polystyrène - PS 40,6 
Cuivre 1360 
Graphite 1250 
Plomb 442 
Nickel 1770 
Argent 890 
Glycérol 64,0 
Eau 72,2 
Tableau 2.1: Valeurs typiques d’énergie de surface (TWI, 2013) 
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2.3 Modèles de cohésion pour la direction normale 
Afin de pouvoir modéliser les contacts particulaires avec présence de forces cohésives, quelques 
modèles ont été développés à partir de la seconde moitié du vingtième siècle. Les principaux sont 
respectivement les modèles de Bradley, JKR et DMT. Un aperçu des autres modèles sera aussi 
présenté à la fin de cette section. 
 
2.3.1 Bradley 
2.3.1.1 Description du modèle de Bradley 
Le modèle de Bradley consiste à calculer les forces de Van der Waals entre les particules. Si nous 
considérons deux particules qui entrent en collision, la force normale élastique est calculée de la 
manière suivante : 
 
𝐹𝑒
𝑁 = − 16𝜋𝛾𝑅3 ��𝐷𝑒𝐷 �2 − 14 �𝐷𝑒𝐷 �8�  (2.39) 
où 𝛾 est l’énergie de surface et 𝐷𝑒 est la distance d’équilibre à laquelle les forces d’attraction sont 
égales aux forces de répulsion. 
 
2.3.1.2 Utilisation du modèle de Bradley dans la DEM 
Ce modèle ne considère pas la déformation élastique lors des collisions entre les particules, c’est-
à-dire que les deux particules sont considérées totalement rigides. À cause de cela, il n’est jamais 
utilisé dans les simulations avec la méthode des éléments discrets, puisqu’il ne représente pas 
adéquatement la réalité (Li, Marshall, Liu, & Yao, 2011). 
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2.3.2 JKR 
2.3.2.1 Description du modèle JKR 
Le modèle JKR, développé par Johnson, Kendall, & Roberts (1971), est sans contredit un des 
modèles de cohésion les plus utilisés. Celui-ci constitue un ajout au modèle d’Hertz (éq. 2.11), 
afin de tenir compte de l’énergie de surface des matériaux. Ce modèle fait l’hypothèse que la 
déformation d’une particule lors d’un impact sera plus importante qu’avec le modèle d’Hertz, à 
cause de la présence de l’énergie de surface (éq. 2.38). Ceci est représenté aux figures 2-4 et 2-5. 
De plus, il est considéré que la force cohésive n’agit seulement qu’au point de contact. 
 
Figure 2-4: Collision de deux particules : (a) contact selon le modèle de Hertz, (b) contact selon 
le modèle JKR (Lee, et al., 2008) 
 
 
Figure 2-5: Modèle JKR (Bharat, 1998; Lee, et al., 2008) 
 
Les arcs de cercle de la figure 2-4b indiquent que selon un contact le modèle JKR, le rayon de 
contact entre les particules sera plus important. 
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Le rayon de contact initial 𝑎0 correspond à une force de contact nulle : 
 
𝑎0 =  �9𝜋𝑊𝑅∗22𝐸∗ �13  (2.40) 
où 𝑊 est le travail d’adhésion. Suite à la collision, le rayon de contact 𝑎 est exprimé de la 
manière suivante : 
 
𝑎3 = 3𝑅∗4𝐸∗ �𝐹𝑒𝑁 + 3𝜋𝑊𝑅∗ + �6𝜋𝑊𝑅∗𝐹𝑒𝑁 + (3𝜋𝑊𝑅∗)2�  (2.41) 
Lorsque la valeur du travail d’adhésion est nulle, l’équation est réduite de sorte que le modèle 
original de Hertz est obtenu [𝑎3 = 3𝑅∗
4𝐸∗
(𝐹𝑒𝑁)]. Le chevauchement entre les particules est calculé 
par : 
 
𝛿𝑛 = 𝑎2𝑅∗ − �2𝜋𝑊𝑎𝐸∗   (2.42) 
La force normale élastique est calculée selon l’équation suivante : 
 
𝐹𝑒
𝑁 = 4𝐸∗𝑎33𝑅∗ − �8𝜋𝑊𝐸∗𝑎3  (2.43) 
De plus, il existe une force de retrait entre les deux particules. Suite à une collision de deux 
particules, les particules resteront collées ensemble si la force est inférieure à la force de retrait 
(« pull-off force ») : 
 
𝐹𝑝 = −32𝜋𝑊𝑅∗  (2.44) 
Ainsi, suite à une collision entre deux particules, la force cohésive est toujours présente même 
lorsque le chevauchement entre celles-ci devient nul. Il est possible de visualiser les différentes 
étapes d’une collision entre deux particules cohésives à la figure 2-6. 
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Figure 2-6: Collision de deux particules avec cohésion (Brilliantov, Albers, Spahn, & Poschel, 
2007) 
 
Telles qu’illustrées à la figure 2-6, les particules restent liées entre elles suite à une collision 
jusqu’à ce que la force normale soit supérieure à la force de retrait.  
 
2.3.2.2 Utilisation du modèle JKR dans la DEM 
Le modèle JKR a été utilisé dans un nombre important de simulations à l’aide de la méthode des 
éléments discrets, puisqu’il est relativement aisé de l’implanter dans un code informatique. Un 
des problèmes est que le calcul du rayon de contact 𝑎 (voir éq. 2.42) est différent selon la valeur 
du travail d’adhésion (Lee, et al., 2008). La valeur du rayon peut être mesurée directement avec 
un microscope (Lee, et al., 2008). Autrement, puisqu’il s’agit d’une fonction non linéaire (éq. 
2.45), cette valeur peut aussi être calculée en utilisant la méthode de Newton (éq. 2.46). 
 𝑎 = 𝑓(𝑊,𝐸∗,𝑅∗, 𝛿𝑛 )  (2.45) 
 
𝑥1 = 𝑥0 − 𝑓(𝑥0)𝑓′(𝑥0)  (2.46) 
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Le tableau 2.2 présente certains exemples de simulations effectuées avec le modèle JKR implanté 
dans un code DEM. 
Simulations DEM Auteurs 
Influence de la cohésion sur les propriétés macroscopiques d’un 
lit de particules  
Iordanoff, Seve, & Berthier 
(2002) 
Bris d’agglomérats lors d’impact sur mur Moreno, Ghadiri, & Antony (2003) 
Cisaillement d’une mince couche de particules cohésives  Iordanoff, Fillot, & Berthier (2005) 
Analyse de la fluidité d’écoulement de particules cohésives Morenoatanasio, Antony, & Ghadiri (2005) 
Simulation du comportent de particules lors du freinage d’un 
camion 
Zuo, Xu, Yang, & Feng 
(2006) 
Fluidité de poudre compacte cohésive Hassanpour & Ghadiri (2007) 
Formation d’agglomérats sur un mur Marshall (2007) 
Déposition de particules sur une fibre cylindrique S. Q. Li & Marshall (2007) 
Granulation dans un lit fluidisé Kafui & Thornton (2008) 
Écoulement de particules dans un jet aérosol Marshall (2009) 
Ségrégation et mélange dans un mélangeur rotatif Isabel Figueroa, et al.(2009) 
Utilisation de particules Janus pour contrôler le mélange et la 
ségrégation de particules cohésives dans un mélangeur rotatif Figueroa & McCarthy (2010) 
Dispersion aérodynamique d’agglomérats de particules Calvert, Hassanpour (2011) 
Quantification des interactions cohésives lors de la collision de 
deux particules et de deux nuages de particules 
Kosinski & Hoffmann 
(2011) 
Impact d’une particule sur une surface plate Liu, Li, & Yao (2011) 
Tableau 2.2: Exemples de simulations effectuées avec le modèle JKR implanté dans un code 
DEM 
 
Enfin, il est à noter qu’aucun ouvrage ou article ne fait une référence directe à la manière dont la 
portion d’amortissement est calculée. 
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2.3.3 DMT 
2.3.3.1 Description du modèle DMT 
Le modèle DMT a été établi peu de temps après le modèle JKR par Derjaguin, Muller & Toporov 
(1975). Ce modèle requiert aussi l’énergie de surface des matériaux (éq. 2.38), mais 
contrairement au modèle JKR, il est considéré que la force cohésive est présente en dehors de la 
zone de contact seulement. Au point de contact, les contraintes et déformations sont calculées par 
la théorie de Hertz. Par conséquent, la force normale élastique est constituée d’une superposition 
entre la force répulsive de Hertz et une force cohésive constante. 
 
Figure 2-7: Modèle DMT (Bharat, 1998) 
 
Les équations permettant de calculer les différents paramètres lors des collisions sont similaires à 
ceux du modèle JKR, mais comportent quelques différences. Lorsque la force de contact est 
nulle, le rayon est donné par : 
 
𝑎0 =  �3𝜋𝑊𝑅∗22𝐸∗ �13  (2.47) 
 
Le chevauchement est calculé par : 
 
𝛿𝑛 = 𝑎2𝑅∗  (2.48) 
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La force normale élastique est : 
 
𝐹𝑒
𝑁 = 4𝐸∗𝑎33𝑅∗ − 2𝜋𝑊𝑅∗  (2.49) 
 
Enfin, la force de retrait (« pull-off force ») est calculée de la manière suivante : 
 𝐹𝑝 = 2𝜋𝑊𝑅∗  (2.50) 
2.3.3.2 Utilisation du modèle DMT dans la DEM 
Selon la littérature, aucune simulation à l’aide de la méthode des éléments discrets n’a été 
effectuée avec le modèle DMT. Cependant, il est possible de trouver quelques études portant sur 
les différences et la transition entre le modèle DMT et le modèle JKR. Par exemple, Shi & Zhao 
(2004) étudient la différence entre les modèles JKR, DMT et le modèle de Hertz pour résoudre 
des problèmes impliquant des contacts de l’ordre de la nanoseconde, Prokopovich & Perni (2011) 
comparent les modèles JKR et DMT pour la prédiction de forces adhésives entre des surfaces 
couvertes d’aspérités et Liechti, & Ravi-Chandar (2007) vérifient la transition entre les modèles 
DMT et JKR. 
 
2.3.4 DLVO 
2.3.4.1 Description du modèle DLVO 
La théorie DLVO (Derjaguin & Landau, 1941; Verwey & Overbeek, 1948) a été développée pour 
considérer les interactions et l’agglomération entre les particules contenues dans un liquide. Ce 
modèle combine les forces de Van der Waals selon la théorie d’Hamaker, ainsi que la répulsion 
de la double couche électrostatique calculée avec l’équation de Poisson-Boltzmann :  
 𝐹𝑇 = 𝐹𝑉𝑑𝑊 + 𝐹𝐸𝐶  (2.51) 
où 𝐹𝑇 est la force nette totale. 𝐹𝑉𝑑𝑊 est la force de Van der Waals et 𝐹𝐸𝐶  est la force 
électrostatique. La figure 2-8 démontre bien l’énergie nette en fonction de la distance. 
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Figure 2-8: Énergie en fonction de la distance pour le modèle DLVO (Malvern, 2013) 
 
Le modèle DLVO s’applique particulièrement pour les forces de longue portée (distance entre les 
particules plus grande que 0,3 𝑛𝑚). Pour les forces de courte portée (distance entre les particules 
plus pletite que 0,3 𝑛𝑚) ou pour l’adhésion de surface, ce modèle n’est pas adéquat (Hong, 
1997). 
 
2.3.4.2 Utilisation du modèle DLVO dans la DEM 
Le modèle DLVO a été très peu utilisé en ce qui concerne les simulations à l’aide de la méthode 
des éléments discrets. Par ailleurs, l’utilisation de la théorie d’Hamaker pour calculer les forces 
de Van der Waals peut causer de sérieux problèmes puisqu’il y aura une singularité numérique au 
contact de deux corps solides, c’est-à-dire qu’il y aura une division par zéro dans l’équation 
permettant de calculer les forces de Van der Waals (𝐷 → 0 dans éq. 2.34 et 2.35). Pour éliminer 
ce problème, la méthode JKR peut être utilisée, afin d’estimer les forces de Van der Waals (Chu-
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Wan, 1998; Hong, 1997). Voici les exemples recensés en ce qui concerne l’utilisation de la 
méthode DLVO dans la DEM (tableau 2.3) : 
 
Simulations DEM Auteurs 
Interaction des particules dans une substance 
colloïdale 
Chu-Wan (1998) 
Hong (1997) 
Simulation du bris d’agglomérats dans un écoulement 
de fluide visqueux Higashitani, Iimura, & Sanda (2001) 
Tableau 2.3: Exemples de simulations effectuées avec le modèle DLVO implanté dans un code 
DEM 
 
2.3.5 Forces capillaires et ponts liquides 
2.3.5.1 Description des modèles utilisés pour les forces capillaires et ponts liquides 
Les simulations d’écoulements de particules humides ou encore contenues dans un liquide sont la 
plupart du temps effectuées avec l’implémentation de ponts liquides ou seulement de forces 
capillaires. En effet, un pont liquide est constitué de deux forces, soit la force capillaire qui 
contribue directement à la cohésion entre deux particules, ainsi qu’une force visqueuse 
supplémentaire, causée par la présence de liquide entre les particules (McCarthy, 2003). 
 𝐹𝑃𝐿 = 𝐹𝑐𝑎𝑝 + 𝐹𝑣  (2.52) 
où 𝐹𝑃𝐿 est la force totale du pont liquide, 𝐹𝑐𝑎𝑝 est la force capillaire et 𝐹𝑣 est la force visqueuse 
influencée par la viscosité du fluide dans lequel sont contenues les particules. Il est à noter que 
dans certaines études, seule la force capillaire est considérée comme force cohésive. 
 
2.3.5.1.1 Solution exacte de l’équation de Laplace-Young 
L’équation de Laplace-Young est une équation non linéaire aux dérivées partielles, permettant de 
calculer la différence de pression Δ𝑃 entre deux surfaces séparées par un fluide (éq. 2.53) 
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Δ𝑃 = 𝛾 � 1
𝑅1
+ 1
𝑅2
�  (2.53) 
où 𝛾 est la tension de surface du fluide et où 𝑅1 et 𝑅2 sont des rayons de courbure. 
 
Par ailleurs, la force capillaire entre deux particules peut être calculée de la manière suivante : 
 𝐹𝑐𝑎𝑝 = 2𝜋𝛾𝑎𝑠𝑖𝑛(𝜙)𝑠𝑖𝑛(𝜙 + 𝜃) + 𝜋𝑎2Δ𝑃𝑠𝑖𝑛2(𝜙)  (2.54) 
où 𝜙 est l’angle de demi-remplissage et 𝜃 est l’angle de contact entre le pont liquide et la 
particule. Il est possible de visualiser les angles 𝜙 et 𝜃 à la figure 2-9. 
 
Figure 2-9: Exemple de pont liquide (Lian, et al., 1993) 
 
Afin de calculer Δ𝑝 il n’est pas possible de résoudre analytiquement l’équation de Laplace-
Young, car le calcul des rayons de courbure peut s’avérer compliqué, selon la géométrie du pont 
liquide et des propriétés du fluide (Lian, et al., 1993). Pour pallier à cette situation, la corrélation 
de Mikami peut être utilisée. Celle-ci s’avère être une méthode largement utilisée puisqu’elle 
établit concrètement la relation entre la force, le volume du pont liquide, l’angle de contact, ainsi 
que la distance entre les particules (Anand, Curtis, Wassgren, Hancock, & Ketterhagen, 2009). 
Pour des particules de mêmes dimensions, la force capillaire s’exprime par : 
 
𝐹𝑐𝑎𝑝 = 𝜋𝛾𝑅 �𝑒�𝐴𝐷𝑅+𝐵� + 𝐶�  (2.55) 
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et où les constantes de régression 𝐴, 𝐵, 𝐶 sont : 
 
𝐴 = −1,1 � 𝑉
𝑅3
�
0,53
  (2.56) 
 
𝐵 = �−0,34𝑙𝑛 � 𝑉
𝑅3
� − 0,96� 𝛽2 − 0,0019𝑙𝑛 � 𝑉
𝑅3
� + 0,48  (2.57) 
 
𝐶 = 0,0042𝑙𝑛 � 𝑉
𝑅3
� + 0,078  (2.58) 
où 𝛾 est la tension de surface, 𝛽 est l’angle de contact entre le liquide et la particule, 𝑅 est le 
rayon d’une particule, 𝑉est le volume de liquide, 𝐷 est la distance entre deux particules et 𝐴, 𝐵, 𝐶 
sont les constantes de régression. La force visqueuse peut quant à elle être calculée de la manière 
suivante (Adams & Perchard, 1985) : 
 
𝐹𝑣 = 6𝜋𝜂𝑅∗𝑣𝑛 𝑅∗𝐷   (2.59) 
où 𝜂 est la viscosité du liquide, 𝑅∗ est le rayon réduit et 𝑣𝑛 est la vitesse relative entre les 
particules.  
 
2.3.5.1.2 Approximation toroïdale de Fisher 
Une seconde méthode, souvent utilisée due à sa simplicité est l’utilisation de l’approximation 
toroïdale de Fisher (S. C. Yang & Hsiau, 2001) : 
 
𝐹𝑐𝑎𝑝 = 𝜋𝛾𝜌2 �𝜌1 + 𝜌2𝜌1 �  (2.60) 
où 𝛾 est la tension de surface et 𝜌1 et 𝜌2 sont des rayons de courbure spécifiques au pont liquide 
illustrés en deux dimensions à la figure 2-3. Il est à noter que 𝜌1 est dans le plan r-x et que 𝜌2 est 
dans le plan r-y.  La force visqueuse 𝐹𝑣 peut quant à elle être calculée de la même manière 
qu’avec la solution exacte de l’équation de Laplace-Young. 
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2.3.5.2 Utilisation des forces capillaires et des ponts liquides dans la DEM 
Un nombre important de simulations ont été effectuées avec la DEM (tableau 2.4) : 
Simulations DEM Auteurs 
Phénomène de coalescence lors de l’impact de deux 
agglomérats de particules 
Lian, et al.(1998) 
Simulation de poudre cohésive dans un lit fluidisé Mikami, Kamiya, & Horio (1998) 
Écoulement de particules dans un granulateur Muguruma, et al. (2000) 
Déplacement de particules dans un lit vibrant Yang & Hsiau (2001) 
Hsiau & Yang (2003) 
Effet de la force cohésive sur les caractéristiques de 
l’écoulement de matériel granulaire 
Forsyth, et al. (2002) 
Mesure de la cohésion dans les systèmes granulaires 
humides 
Groger, Tuzun, & Heyes (2003) 
Investigation des effets de la cohésion sur le mélange et 
la ségrégation de particules 
McCarthy (2003) 
Garnissage de particules humides Yang, Zou, & Yu (2003b) 
Comportement contrainte-déformation et fatigue de 
matériel granulaire cohésif 
Delenne, El Youssoufi, Cherblanc, 
& Bénet (2004) 
Cohésion dans les écoulements gaz-solide Jain, Shi, & McCarthy (2004) 
Effets d’infiltration de liquide interstitiel sur les 
mécanismes de dispersion des agglomérats de particules 
Gopalkrishnan, Manaszloczower, & 
Feke (2005) 
Pulsations gazeuses pour contrer la défluidisation Wang & Rhodes (2005) 
Contact adhésif entre des particules possédant un 
revêtement 
Mary, Chateauminois, & Fretigny 
(2006) 
Étude d’un système granulaire polydisperse avec 
présence de ponts liquides 
Soulié, Cherblanc, El Youssoufi, & 
Saix (2006) 
Ségrégation de particules cohésives dans un lit vibrant Yang (2006) 
Comportement mécanique de particules cohésives de 
terre 
Zhang & Li (2006) 
Développement d’un modèle pour l’analyse de 
particules de terre humide 
El Shamy & Gröger (2008) 
Développement d’un modèle pour des systèmes 
granulaires cohésifs polydisperses 
Richefeu, El Youssoufi, Peyroux, & 
Radjaï (2008) 
Décharge de particules humides cohésives contenues 
dans une trémie 
Anand, Curtis, Wassgren, Hancock, 
& Ketterhagen (2009) 
Interaction entre des agglomérats de particules dans un 
écoulement laminaire 
Grof, Cook, Lawrence, & Štěpánek 
(2009) 
Mélange de systèmes granulaires monodisperses 
humides dans un mélangeur à pales 
Remy, Khinast, & Glasser (2012) 
Tableau 2.4: Exemples de simulations effectuées avec des ponts liquides implantés dans un code 
DEM 
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2.3.6 Autres modèles pour la direction normale 
2.3.6.1 Modèle de Luding 
Le modèle linéaire de Luding (2005) se basant sur le principe d’un ressort, a été développé pour 
tenir compte de la déformation plastique irréversible lors d’un contact entre les particules, ainsi 
que de la cohésion. Lors du chargement initial entre deux particules, la force augmente 
linéairement jusqu’à ce qu’elle atteigne 𝐹𝑁,𝑚𝑎𝑥, ce qui correspond à un chevauchement de  𝛿𝑚𝑎𝑥 
(trajectoire 𝑂𝐴). Par la suite, lors du déchargement (ou d’un rechargement), la force diminue (ou 
augmente) selon un taux de variation différent, puisqu’il y a une perte d’énergie par déformation 
plastique. Celle-ci diminue jusqu’à un chevauchement de 𝛿𝑚𝑖𝑛 dont la force correspondante est 
𝐹𝑁,𝑚𝑖𝑛 (trajectoire 𝐴𝐵). Enfin, lorsque le chevauchement est plus petit que 𝛿𝑚𝑖𝑛, la trajectoire 
suivie est 𝐵𝑂 (Stefan Luding, 2008). L’image 2-10 illustre bien ce concept. 
 
Figure 2-10: Illustration du modèle de Luding (Sarkar & Wassgren, 2010) 
 
𝑘 = �𝑘𝐿      𝑝𝑜𝑢𝑟 0 < 𝛿 < 𝛿𝑚𝑎𝑥                                                        (𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡)𝑘𝑈      𝑝𝑜𝑢𝑟 𝛿𝑚𝑖𝑛 < 𝛿 < 𝛿𝑚𝑎𝑥              (𝑑é𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡/𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡)
𝑘𝐶       𝑝𝑜𝑢𝑟 0 < 𝛿 < 𝛿𝑚𝑖𝑛                                                    (𝑑é𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡)   (2.61) 
où les 𝑘𝐿et 𝑘𝑈 sont les coefficients de raideur du ressort, 𝑘𝐶 est un coefficient de raideur de 
cohésion et 𝛿 est le chevauchement entre deux particules. Des exemples d’utilisation du modèle 
de Luding pour la DEM sont présentés au tableau 2.5. 
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Simulations DEM Auteurs 
Tests de cisaillement biaxial Luding (2005) 
Étude de diverses propriétés telles que la friction et la 
cohésion 
Luding (Stefan Luding) 
Interaction entre poudres ultrafines Tykhoniuk, et al.(2007) 
Propagation du son dans un système granulaire cohésif Mouraille, Herbst, & Luding (2009) 
Mélange en continu de particules cohésives Sarkar & Wassgren (2010) 
Différentes approches pour la simulation du mélange de 
particules 
Dubey, Sarkar, Ierapetritou, 
Wassgren, & Muzzio (2011) 
Étude de la contrainte maximale d’un mélange 
granulaire dans une géométrie Couette 
Stefan Luding & Alonso-Marroquín 
(2011) 
Tableau 2.5: Exemples de simulations effectuées avec le modèle de Luding implanté dans un 
code DEM 
 
2.3.6.2 Modèle d’Hamaker 
Le modèle d’Hamaker présenté dans la section 2.2.2.1.2 est aussi utilisé dans quelques études 
pour prendre en considération les forces de Van der Waals. L’équation peut être implantée 
directement dans la méthode des éléments discrets (Aarons, Sun, & Sundaresan, 2009; Dong, 
Zou, Yang, Yu, & Roach, 2009; Jia, Zhang, Chen, & He, 2011; Johno, Satomi, Nakashima, 
Shigematsu, & Ono, 2009; Limtrakul, Rotjanavijit, & Vatanatham, 2007; Moon, Kevrekidis, & 
Sundaresan, 2006; R. Y. Yang, Zou, & Yu, 2003a; Ye, van der Hoef, & Kuipers, 2004). Par 
contre, tel que mentionné précédemment, l’implantation de ce modèle cause un problème puisque 
si la distance entre deux particules devient nulle, c’est-à-dire au moment du contact, il y a une 
division par zéro, ce qui est évidemment impossible. Pour pallier à ce problème, il est 
habituellement convenu que lorsque la valeur de la distance est très faible, de l’ordre de 10-10, 
alors la force de Van der Waals devient constante, ce qui n’est pas tout à fait juste (Tatemoto, 
Mawatari, & Noda, 2005). 
 
De plus, pour les particules dont la taille atteint l’ordre du millimètre, il a aussi été proposé de 
calculer les forces de Van der Waals pour des particules de tailles inférieures et ensuite de 
procéder à une mise à l’échelle (Shuai et al., 2011; Tatemoto, et al., 2005). Voici un exemple de 
de Tatemoto, et al. (2005) pour la mise à l’échelle des forces de Van der Waals entre des 
particules de 6 µm et 1 mm : 
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𝐹𝑉𝑑𝑊�𝑑𝑝=1𝑚𝑚� = 𝐹𝑉𝑑𝑊�𝑑𝑝=6𝜇𝑚� 𝑚�𝑑𝑝=1𝑚𝑚�𝑔𝑚�𝑑𝑝=6𝜇𝑚�𝑔   (2.62) 
où 𝑚 et 𝑑𝑝 sont respectivement la masse et le diamètre d’une particule.   
 
2.3.6.3 Utilisation directe du nombre de Bond 
Tel que mentionné à la section 2.2, le nombre de Bond est le ratio entre la force cohésive et le 
poids d’une particule. On peut réécrire ce ratio afin d’exprimer la force cohésive en fonction du 
poids de la particule et du nombre de Bond : 
 𝐹𝑐𝑜ℎ = 𝐵0 ∙ 𝑚𝑔  (2.63) 
Ainsi, en imposant différentes valeurs de 𝐵0, il est possible de calculer directement la force 
cohésive associée et d’insérer cette valeur directement dans le bilan total des forces (Kant Pandit, 
Wang, & Rhodes, 2007; H. Li & McCarthy, 2003; Jai Kant Pandit, Wang, & Rhodes, 2005; J. K. 
Pandit, Wang, & Rhodes, 2006; Rhodes, Wang, Nguyen, Stewart, & Liffman, 2001a, 2001b). 
Cependant, l’utilisation de cette méthode est dénuée de toute signification physique. 
  
37 
 
2.4 Modèle de cohésion pour la direction tangentielle 
La présence de forces cohésives affecte également les forces tangentielles entre les particules 
(Severson, Keer, Ottino, & Snurr, 2009). Un des modèles utilisés pour modéliser la contribution 
tangentielle est le modèle de Thornton (1991), qui provient entre autres du modèle de Mindlin & 
Deresiewicz et des travaux de Savkoor & Briggs (1977). Ce modèle a la particularité qu’il sépare 
le contact tangentiel en deux étapes. En effet, à cause de la présence de forces cohésives, il y aura 
d’abord un phénomène de « pelage » entre les deux particules jusqu’à une certaine force 
tangentielle critique. Dépassée la force critique, il y pourra y avoir glissement entre les deux 
particules. 
 
Par ailleurs, juste avant l’étape de « pelage », la présence d’une force tangentielle causera un 
microdéplacement tangentiel dans la zone de contact. Par conséquent, la force tangentielle est 
calculée par l’équation suivante, du contact initial, jusqu’à ce que l’étape de « pelage » soit 
terminée : 
 𝐹𝑇 = 8𝐺∗𝑎𝛿𝑡  (2.64) 
où 𝐺∗ est le module de cisaillement réduit, 𝑎 est le rayon de contact (voir fig. 2-4) et 𝛿𝑡 est le 
déplacement qui correspond au micro glissement entre deux particules. Le module de 
cisaillement réduit se calcule de la manière suivante :  
 1
𝐺∗
= 2 − 𝑣1
𝐺1
+ 2 − 𝑣2
𝐺2
  (2.65) 
où les 𝑣𝑖 sont les coefficients de Poisson et les 𝐺𝑖 sont les modules de cisaillement. La force 
tangentielle critique est la suivante : 
 
𝐹𝑐
𝑇 = ��𝐹𝑒𝑁𝐹𝑝 + �𝐹𝑝�2� 𝐺∗
𝐸∗
  (2.66) 
où 𝐹𝑒𝑁 est la force normale élastique, 𝐹𝑝 est la force de retrait calculée avec le modèle JKR (voir 
éq. 2.44) et 𝐸∗ est le module d’Young réduit. À partir de la force critique, la force tangentielle est 
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calculée de deux manières différentes, en fonction de l’amplitude de la force normale. Dans le 
premier cas, si 𝐹𝑒𝑁 < −0,3𝐹𝑝 : 
 
𝐹𝑇 = 𝜇𝑃′ �1 − 𝑃′ − 𝐹𝑒𝑁3𝑃′ �  (2.67) 
où 𝜇 est le coefficient de friction. L’expression 𝑃′ est la suivante :  
 
𝑃′ = 𝐹𝑒𝑁 + 2𝐹𝑝 + 2�𝐹𝑒𝑁𝐹𝑝 + �𝐹𝑝�2  (2.68) 
Dans un deuxième temps, si 𝐹𝑒𝑁 > −0,3𝐹𝑝, l’expression de la force tangentielle est à la suivante : 
 
𝐹𝑇 = −𝜇�𝐹𝑒𝑁 + 2𝐹𝑝�  (2.69) 
 
Ce modèle semble être le plus utilisé en ce qui concerne les simulations DEM (Hassanpour & 
Ghadiri, 2007; Moreno, et al., 2003; Zuo, et al., 2006) . Cependant, la contribution tangentielle 
par rapport à la force totale de contact et la validation de ce modèle semble ne pas faire encore 
l’unanimité en 2012. En effet, on compte beaucoup plus de modèles développés pour la direction 
normale du contact entre deux particules. Le modèle basé directement sur les travaux de Savkoor 
et Briggs a aussi été employé à quelques reprises (Isabel Figueroa, et al., 2009; I. Figueroa & 
McCarthy, 2010). En outre, le modèle présenté précédemment ne concerne que la portion 
élastique. La portion d’amortissement n’est jamais discutée ou presque dans les ouvrages qui ont 
été consultés. 
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2.5 Sélection judicieuse d’un modèle de cohésion en modélisation numérique 
Afin de sélectionner de manière judicieuse un modèle de cohésion pour des fins de simulations 
numériques, un premier critère 𝜇𝑇 a été établi par Tabor (1977) permettant de faire un choix entre 
les modèles JKR (section 2.3.2) et DMT (section 2.3.3) :  
 
𝜇𝑇 =  �𝑅∗𝑊2𝐸∗2𝑧03�13  (2.70) 
où 𝑅∗ est le rayon réduit, 𝑊 est le travail d’adhésion, 𝐸∗ est le module d’Young réduit et 𝑧0 est la 
distance d’équilibre entre les deux surfaces. Ce critère représente le rapport entre la déformation 
normale élastique et la portée (distance) des forces cohésives à la distance d’équilibre 𝑧0. 
 
Par ailleurs, le modèle DMT s’applique généralement pour des petites particules dont la force 
cohésive est minime, alors que le modèle JKR convient davantage pour des particules plus 
grosses et dont la cohésion est plus importante. 
 
Afin de sélectionner un modèle avec plus de précision, il est possible d’utiliser un « plan 
d’adhésion ». Il suffit de calculer les valeurs selon les axes X et Y, c’est-à-dire le paramètre 
d’élasticité 𝜆 = 1,16𝜇𝑇 et le ratio de la force de déformation sur la force cohésive, pour ensuite 
se situer à l’endroit approprié selon le couple (X,Y) obtenu. Les premiers à introduire un tel plan 
furent Johnson & Greenwood (1997). Celui-ci est illustré à la figure 2-11 : 
 
Figure 2-11: Plan d’adhésion de Johnson & Greenwood (1997)  
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Le paramètre d’élasticité 𝜆  est équivalent à 1,16 fois le paramètre 𝜇𝑇 et peut être calculé à l’aide 
de : 
 
𝜆 = 1,16𝜇𝑇 = 2ℎ0 �𝑊2𝑅∗𝜋𝐾2 �1/3  (2.71) 
où ℎ0 = 0,97𝑧0  avec 𝑧0 la distance d’équilibre (entre 0,2 et 0,4 nm), 𝑊 = 2𝛾 est le travail requis 
pour séparer les deux surfaces, 𝜇𝑇 est calculé à partir de l’équation 2.70, et 𝐾 =  43 𝐸∗ avec 𝐸∗ le 
module de Young réduit. Un second plan a été établi par Liu, Li, & Yao (2010), qui inclut 
davantage de modèles (fig. 2-12) : 
 
Figure 2-12: Plan d’adhésion de Liu et al. (2010)  
 
Afin de déterminer un modèle de cohésion, il suffit de calculer les valeurs selon l’axe des 
abscisses et selon l’axe des ordonnées et ensuite de se positionner à l’endroit approprié sur un des 
deux graphiques présentés aux figures 2-11 et 2-12. Les deux plans d’adhésion sont similaires à 
la différence que celui de Liu et al. (2010) comporte davantage de modèles. Par ailleurs, il est à 
noter que les modèles MD, BL et BP sont respectivement les modèles Maugis-Dugdale, Barthel-
Linear et Barthel-Parabolic. Ceux-ci ne sont pas présentés dans le présent ouvrage, car ils ne 
sont pas utilisés dans les travaux concernant la DEM et sont très peu présents dans la littérature 
pour ce qui concerne la modélisation numérique. Enfin, ces plans d’adhésion ne concernent que 
les modèles pour la direction normale de la force de contact.    
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2.6 Vérification et évaluation de la précision  
Lors du développement d’un programme informatique permettant la simulation de situations 
réelles d’écoulements de particules, il est essentiel de différencier l’étape de vérification de celle 
d’évaluation de la précision. En premier lieu, la vérification permet de s’assurer que le 
programme informatique fait bien ce qu’on lui demande. Ensuite, l’évaluation de la précision 
permet de s’assurer que les résultats des simulations sont cohérents, particulièrement de manière 
qualitative. 
 
2.6.1 Vérification 
Peu d’articles discutent de l’importance de l’étape de vérification. En effet, si les résultats des 
simulations ne sont pas concluants, est-ce que cela est dû à un modèle mathématique non 
approprié ou bien à une simple « coquille » dans le code ? Asmar et al. (2002) et Chung & Ooi 
(2011) proposent quelques tests simples afin de s’assurer que le code informatique est exempt 
d’erreurs. Ces tests simples peuvent être effectués avec une ou quelques particules. Par exemple, 
un des tests consiste à laisser tomber une particule à partir d’une hauteur quelconque déterminée, 
en conservant seulement la force normale élastique et la force de gravité. Ainsi, au contact avec 
la paroi en dessous de la particule, l’énergie sera complètement restituée et la particule remontera 
exactement à la hauteur de départ. Ce cycle se reproduira indéfiniment. Ensuite, d’autres tests 
peuvent être effectués, avec ou sans amortissement, avec plusieurs particules, en retirant la 
gravité et en faisant varier la position horizontale de la ou des particule(s) avec une hauteur fixe, 
etc. L’avantage de cette méthode de vérification est qu’elle est directe et ne demande pas 
nécessairement de calculs analytiques pour vérifier la validité des résultats obtenus. Plus de 
détails sont disponibles concernant ces tests au chapitre 3. 
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2.6.2 Évaluation de la précision 
Dans la plupart des études sur les systèmes granulaires, cohésifs ou non cohésifs, l’étape 
d’évaluation de la précision s’effectue en comparant les données obtenues par simulation avec les 
résultats expérimentaux. Par exemple, une des méthodes les plus utilisées est le calcul de l’angle 
de repos statique (Y. J. Li, Xu, & Thornton, 2005). Pour ce faire, des particules sont d’abord 
disposées sur une plateforme horizontale. Ensuite, ces dernières s’écoulent à travers un orifice de 
taille variable, situé au milieu de la plateforme. Plus les forces cohésives entre les particules 
seront élevées, plus l’angle statique augmentera. Différentes expériences d’angles de repos 
statiques sont présentées aux figures 2-13 et 2-14. La figure 2-13 illustre des résultats 
expérimentaux, alors que la figure 2-14 illustre des résultats obtenus par DEM. 
 
Figure 2-13: Exemples d’angles statiques obtenus par Nase, et al. (2001). L’image de gauche 
représente des particules dont les forces cohésives sont absentes. L’image de droite représente 
des particules humides avec la présence de forces capillaires 
 
 
Figure 2-14: Exemples d’angles statiques obtenus par Matuttis & Schinner (2001). L’image de 
gauche représente des particules dont les forces cohésives sont faibles. L’image de droite 
représente des particules dont les forces cohésives sont élevées 
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Cependant, un des problèmes avec ce type d’expérience est la possibilité de colmatage de 
l’orifice. En effet, si les forces cohésives sont trop élevées, l’écoulement à travers l’orifice 
cessera complètement. La figure 2-15 est un exemple de simulation DEM de Matuttis & Schinner 
(2001). Lors de cette simulation, ils augmentent la force cohésive de sorte que l’écoulement cesse 
complètement. 
 
 
Figure 2-15: Orifice colmaté à cause de forces cohésives trop importantes (Matuttis & Schinner, 
2001) 
 
Par ailleurs, peu d’auteurs présentent leurs résultats de manière à ce qu’il soit aisé de les 
comparer, c’est-à-dire que l’augmentation de l’angle de repos est présentée en fonction de 
l’humidité au lieu d’être présentée en fonction du nombre de Bond. L’utilisation du nombre de 
Bond, tel que fait par Nase, et al (2001) et par Chen, Jallo, Quintanilla, & Dave (2010), permet 
une comparaison adéquate, puisque le type de cohésion n’importe pas du tout. En outre, selon les 
travaux de Nase, et al (2001), il est convenu qu’un changement radical a lieu au niveau de l’angle 
de repos lorsque la force de cohésion atteint la même valeur que le poids particulaire (Bo = 1). 
 
Une autre façon de valider les résultats obtenus, particulièrement dans les systèmes granulaires, 
consiste à analyser l’expansion de volume en fonction de l’augmentation de la force cohésive. En 
effet, la présence de cette force aura pour fait effet d’augmenter la porosité dans le lit de 
particules (Alexander, et al., 2006; Faqih, Chaudhuri, Alexander, et al., 2006; Faqih, Chaudhuri, 
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Muzzio, et al., 2006; R. Yang, et al., 2007). Par ailleurs, les résultats sont souvent présentés selon 
le degré de dilatation du lit de particules. La figure 2-16 illustre un exemple de résultats 
expérimentaux obtenus. 
 
Figure 2-16: Exemple de résultats expérimentaux de dilatation de volume de poudres cohésives, 
dans un mélangeur rotatif, en fonction du nombre de révolutions (Faqih, Chaudhuri, Muzzio, et 
al., 2006) 
 
Le degré de dilatation de volume est donné par : 
 
 % 𝑑𝑖𝑙𝑎𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 =  (𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 − 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙)
𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 ∙ 100  (2.72) 
 
L’analyse du débit lors de la vidange d’une trémie dans laquelle sont contenues des particules 
cohésives peut aussi être effectuée. Par exemple,  Anand, et al.(2009) ont introduit un coefficient 
adimensionnel de décharge (CAD) :  
 
 
𝐶𝐴𝐷 =  𝐷é𝑏𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑑é𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒 𝑒𝑛 𝑝𝑟é𝑠𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑜ℎé𝑠𝑖𝑜𝑛
𝐷é𝑏𝑖𝑡 𝑑𝑒 𝑑é𝑐ℎ𝑎𝑟𝑔𝑒 𝑒𝑛 𝑙′𝑎𝑏𝑠𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑐𝑜ℎé𝑠𝑖𝑜𝑛  (2.73) 
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Ensuite, il est possible de visualiser les résultats du coefficient adimensionnel de décharge en 
fonction du nombre de Bond (résultats expérimentaux) : 
 
Figure 2-17: Différentes valeurs du coefficient adimensionnel de décharge en fonction du nombre 
de Bond (Anand, et al., 2009) 
 
Finalement, il existe d’autres méthodes de validation telles que l’utilisation de la vélocimétrie par 
imagerie de particules (Remy, et al., 2012) et la comparaison de profils de surface libre (Corwin, 
2008). 
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2.7 Objectifs spécifiques  
Lors de la revue de littérature, la méthode des éléments discrets a été présentée. Ensuite, il a été 
question de la nature des forces cohésives entre des particules solides. Dans un troisième temps, 
les modèles de cohésion pour les directions normale et tangentielle ont été présentés. Il a ensuite 
été question de la méthode afin de choisir judicieusement un modèle de cohésion. Enfin, les 
méthodes de vérification du code informatique et d’évaluation de la précision ont été présentées.  
 
En outre, aucune simulation DEM n’a été à ce jour effectuée à l’URPEI, puisque les forces 
cohésives n’étaient pas incluses dans le modèle de force utilisé. Ainsi, la modification du code 
informatique pour tenir compte des forces cohésives et la modélisation numérique de particules 
avec ce type de forces est une première au département de génie chimique de l’École 
Polytechnique de Montréal. 
 
Par conséquent, les objectifs spécifiques de ce projet de maîtrise sont donc de : 
 Démontrer l’augmentation de l’angle de repos statique en fonction des forces cohésives ; 
 Démontrer l’expansion de volume due aux forces cohésives à l’intérieur du sphéroniseur. 
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CHAPITRE 3 MÉTHODOLOGIE 
 
En premier lieu, la manière dont le modèle de cohésion a été sélectionné est présentée. Ensuite, il 
est question de l’implantation de ce modèle dans le code DEM original. Dans un troisième temps, 
la méthode de vérification du nouveau code DEM est présentée. Enfin, les méthodes de 
validation des résultats obtenus suite aux simulations informatiques sont exhibées.   
3.1 Modèle de cohésion utilisé 
3.1.1 Direction normale 
3.1.1.1 Force élastique  
Afin de sélectionner le modèle de cohésion pour la direction normale et pour la portion élastique, 
le plan d’adhésion de Liu, et al. (2010) fut utilisé. Celui-ci, présenté à la figure 3-1 a été 
considéré plutôt que le plan de Johnson & Greenwood (1997) puisqu’il est plus récent, mais le 
second aurait de toute manière donné le même résultat. Pour procéder avec le plan d’adhésion, 
des données de travail d’adhésion 𝑊 (éq. 2.38) étaient requises pour calculer le paramètre 
d’élasticité 𝜆. En collaboration avec le département de chimie de l’Université de Montréal, il a été 
possible d’effectuer des tests à l’aide d’un SFA (« Surface Force Apparatus ») afin de calculer la 
force de retrait entre deux surfaces possédant chacune une épaisseur de polymère de 70 nm. La 
technique consiste à approcher deux surfaces jusqu’à ce qu’elles soient en contact et ensuite de 
les séparer. La force de retrait est calculée et il est possible de déterminer le travail d’adhésion en 
isolant 𝑊 dans l’équation 2.44. Ceci a été effectué avec le même polymère utilisé lors des 
travaux de Bouffard, et al. (2012a). Puisque les forces cohésives de ce type de polymère 
augmentaient selon la température, les tests SFA ont été effectués en faisant varier celle-ci de 12 à 
58 degrés Celsius. Les valeurs de travail d’adhésion obtenues sont de l’ordre du mJ/m2. 
 
Ensuite, il a été possible de calculer les paramètres du plan d’adhésion de Liu, et al. (2010) pour 
déterminer le modèle de cohésion à utiliser (éq. 3.1 et 3.2) : 
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 log � 𝑃
𝜋𝑊𝑅∗
�  (3.1) 
 log (𝜆)  (3.2) 
où 𝑃 est la force de compression entre les surfaces en contact, 𝑊 est le travail d’adhésion, 𝑅 est 
le rayon des surfaces et 𝜆 est le paramètre d’élasticité calculé à partir du critère de Tabor 𝜇𝑇 
présenté avec les équations 2.70 et 2.71 et où 𝜆 = 1,16𝜇𝑇. Les valeurs des paramètres utilisés 
pour calculer les équations 3.1 et 3.2 sont présentées au tableau 3.1 : 
 
Paramètres Valeur 
𝑃 0,9 mN 
𝑊 variable 
𝑅∗ 1,5 cm 
𝐸∗ 110 MPa 
𝑧0 0,2 nm 
Tableau 3.1: Valeurs utilisées pour sélectionner un modèle approprié à partir du plan d’adhésion 
 
Ainsi, plusieurs couples de valeurs ont été calculés pour les équations 3.1 et 3.2. Le tableau 3.2 
illustre un exemple de valeurs obtenues. 
Paramètres Valeur log � 𝑃
𝜋𝑊𝑅
� -0,52 log (𝜆) 8,50 
Tableau 3.2: Valeurs obtenues pour sélectionner un modèle approprié à partir du plan d’adhésion 
 
Selon le couple obtenu, il est clair en se positionnant sur la figure 3-1 que le modèle de cohésion 
approprié est JKR. Par ailleurs, ceci fut le cas pour chaque couple calculé. 
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Figure 3-1: Plan d’adhésion pour le choix du modèle de cohésion à utiliser pour la direction 
normale 
 
Les valeurs obtenues justifient donc l’utilisation du modèle JKR, afin d’introduire les forces de 
cohésion dans les simulations avec les la méthode des éléments discrets. Il est aussi important de 
spécifier que le choix entre l’utilisation d’un modèle cohésif ou non cohésif sera dicté 
majoritairement par le rapport entre la force de compression versus l’importance de la force 
cohésive. Par ailleurs, le choix entre les différents modèles cohésifs sera dicté majoritairement 
par le paramètre d’élasticité. 
 
3.1.1.2 Force d’amortissement 
En ce qui concerne la force normale d’amortissement 𝑭𝑑𝑁, l’approche utilisée est la même 
qu’avec le modèle de (Zhou, et al., 2002), c’est-à-dire que la force d’amortissement est égale à un 
coefficient d’amortissement 𝐶𝑛(𝛿𝑛) multiplié par la vitesse instantanée dans la direction 
normale : 
 𝑭𝑑𝑁 = 𝐶𝑛 �6𝐸∗𝑎𝑚�1 − �8𝜋𝐸∗𝑊𝑎𝑅∗24𝐸∗𝑎2 − �2𝜋𝐸∗𝑊𝑎𝑅∗2��
1
2
𝑽𝑛 (3.3) 
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Malheureusement, l’analyse de la force normale d’amortissement n’a pas pu être effectuée dans 
le cadre de ce projet et par conséquent celle-ci ne sera pas détaillée. Par ailleurs, le 
développement de cette force en présence de cohésion est très peu discuté dans la littérature, 
voire absent. 
3.1.2 Direction tangentielle 
Il existe peu de modèles qui considèrent la contribution des forces cohésives pour la direction 
tangentielle lors d’un contact. Ainsi, le modèle de Thornton fut employé pour la contribution 
élastique (éq. 2.67 et 2.69), puisqu’il semble être celui qui est le plus utilisé lors des simulations 
DEM avec présence de cohésion. En ce qui concerne la portion d’amortissement, le même 
modèle que pour les simulations sans cohésion fut utilisé (éq. 2.19). 
 
3.2 Implantation du modèle de cohésion dans le code DEM 
Les modèles présentés dans les sections 3.1.1 et 3.2.2 furent implantés dans le code DEM de 
l’URPEI. Les modifications ont été apportées pour permettre d’inclure les forces cohésives pour 
des interactions mur-particule et encore particule-particule. Les différences majeures sont les 
suivantes : 
 
 Contrairement aux simulations sans cohésion, il faut absolument définir une valeur de 
l’énergie de surface dans le fichier de paramètres (USER3D.f90) ; 
 Il n’est plus possible de déterminer directement la valeur du rayon de contact 𝑎 lors d’une 
collision. En effet, selon le modèle JKR, l’équation reliant le chevauchement et le rayon 
de contact est maintenant ℎ = 𝑎2
𝑅∗
− �
2𝜋𝑊𝑎
𝐸∗
 (voir section 2.3.2.2 et éq. 2.45). Pour 
résoudre l’équation et déterminer la valeur de 𝑎, la méthode de Newton est utilisée (éq. 
2.46) ; 
 À chaque itération en temps, un historique des contacts pour chaque particule est créé 
pour conserver tous les contacts de l’itération précédente en mémoire. Ceci est essentiel, 
car suite à une collision entre des particules et lorsque celles-ci commencent à s’éloigner 
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les unes des autres, une force cohésive est toujours présente, même si les particules ne 
sont plus physiquement en contact et ce, jusqu’à ce que la force de retrait soit dépassée ; 
 Le pas de temps choisi est de 1 ∙ 10−6𝑠, soit le même que lors des travaux de Bouffard et 
al. (2012b) ; 
 Tous les calculs ont été effectués en parallèle en utilisant l’outil MPI (Message Passing 
Interface) sur la grappe de calcul Mammouth-Série II de l’Université de Sherbrooke 
(Calcul Canada). 
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3.3 Vérification du code DEM cohésif 
Puisque le cod e DEM original a été modifié , il est essentiel de procéder à des tests de vérification 
afin de s’assurer qu’il n’y a pas d’erreurs dans la programmation et que les forces sont calculées 
adéquatement pour les collisions particule-particule et particule-mur. Pour ce faire, une série de 
tests proposés par Asmar et al. (2002) sont effectués. Ceux-ci sont divisés en trois étapes. 
Premièrement, les quatre premiers tests sont effectués avec une seule particule. Ensuite, les tests 
4 à 8 sont une reproduction des tests 1 à 4, mais avec cinq particules. Finalement, deux particules 
sont considérées pour les tests 9 à 11. Tous les calculs ont été effectués. Le tableau 3.3 présente 
les propriétés des particules utilisées dans les tests. 
 
 Propriété Valeur 
Pa
rti
cu
le
s 
Rayon 1 mm 
Masse volumique (𝜌) 1500 kg/m3 
Module d’Young (𝐸) 200 MPa 
Coefficient de Poisson (𝜈) 0,30 
Facteur d’amortissement normal (𝑐𝑁) 0,30 
Facteur d’amortissement tangentiel (𝑐𝑇) 0,30 
Coefficient de friction (𝜇) 0,10 
Coefficient de friction statique 𝜇𝑠 0,15 
Travail d’adhésion (𝑊) pour les tests 1 à 9 0 J/m2 
Travail d’adhésion (𝑊) pour le test 10 7 J/m2 
Travail d’adhésion (𝑊) pour le test 11 50 J/m2 
Pa
ro
i 
Facteur d’amortissement normal (𝑐𝑁) 0,30 
Facteur d’amortissement tangentiel (𝑐𝑇) 0,30 
Coefficient de friction avec le mur (𝜇𝑤) 0,20 
Coefficient de friction statique avec le mur 𝜇𝑠,𝑤 0,30 
Coefficient de friction de roulement (𝜇𝑟) 0,00025 
Travail d’adhésion (𝑊) 1 ∙ 10−9 J/m2 
Tableau 3.3: Propriétés des particules utilisées pour les tests de vérification 
 
Les propriétés des particules sont identiques à celles utilisées par Bouffard, et al. (2012b). Par 
ailleurs, les valeurs de travail d’adhésion pour les tests 10 et 11 ont été sélectionnées après 
plusieurs essais. Ces valeurs sont choisies pour permettre la réussite des tests 10 et 11 (voir la 
description des tests). La description des tests est la suivante : 
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Test 1 : Le premier test consiste en la chute d’une particule à partir d’une hauteur prédéterminée 
de 10 cm, dont la vitesse de départ est nulle, sur une paroi horizontale située en dessous et en 
conservant seulement la force normale élastique et la force de gravité. Toutes les autres forces 
incluant celle de cohésion sont mises à zéro. Le test sera un succès si la particule remonte 
exactement à la même hauteur, retombe et poursuit ce cycle indéfiniment. Ce test est effectué 
avec le code informatique original, ainsi qu’avec le code informatique modifié. 
 
Test 2 : Le second test est identique au premier à la différence que la force de gravité est mise à 
zéro et la hauteur de la particule au départ est fixée à 15 cm. Une vitesse initiale de 0,1 m/s est 
donnée à la particule pour que celle-ci se déplace horizontalement. Cette dernière entre en 
collision avec une paroi latérale et change de direction pour se diriger vers une autre paroi 
horizontale de l’autre côté. Le test sera un succès si la particule se dirige de part et d’autre, sans 
composantes de vitesse dans les deux autres directions, en frappant les parois, de manière infinie. 
Ce test est effectué avec le code informatique original ainsi qu’avec le code informatique 
modifié. 
 
Test 3 : Le troisième test est une reproduction du premier test, mais en ajoutant la force normale 
d’amortissement. Puisqu’il y a maintenant une dissipation d’énergie au contact de la paroi, le test 
sera un succès si la particule rebondit une ou plusieurs fois, en diminuant de hauteur à chaque 
fois (puisque la hauteur du rebond dépend de l’énergie de restitution), jusqu’à ce qu’elle 
s’immobilise sur la paroi. Ce test est effectué avec le code informatique original ainsi qu’avec le 
code informatique modifié. 
 
Test 4 : Le quatrième test est similaire au test 2, mais en ajoutant la force normale 
d’amortissement. De la même manière que dans le test 3, il y a maintenant une dissipation 
d’énergie au contact des parois latérales. Le test sera un succès si la particule entre en collision 
une ou plusieurs fois, en ralentissant à chaque fois, jusqu’à tant qu’elle s’immobilise. Ce test est 
effectué avec le code informatique original ainsi qu’avec le code informatique modifié. 
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Test 5 : Le test 5 est une reproduction du test 1, mais avec 5 particules parfaitement alignées 
verticalement, une par-dessus les autres, séparées initialement par la même distance, soit 1 cm. 
Les particules sont positionnées respectivement à une hauteur de 5 cm, 6 cm, 7 cm, 8 cm et 9 cm. 
Le succès de ce test sera confirmé par le rebondissement vertical des particules les unes sur les 
autres à l’infini et sans perte d’énergie. 
 
Test 6 : Le test 6 est une reproduction du test 2, mais avec 5 particules parfaitement alignées 
horizontalement, séparées initialement par la même distance, soit 1cm. Les particules sont 
positionnées respectivement à 11 cm, 12 cm, 13 cm, 14 cm et 15 cm selon l’axe des abscisses. Le 
succès de ce test sera confirmé par le déplacement horizontal des particules et les collisions 
particule-particule et particule-mur à l’infini sans perte d’énergie. 
 
Test 7 : Le septième test est une reproduction du test 5, mais avec la présence de la force 
d’amortissement. Ainsi, le succès de ce test sera confirmé par une dissipation d’énergie lors des 
collisions qui fera en sorte que les 5 particules se stabiliseront les unes sur les autres après 
quelques itérations en temps. 
 
Test 8 : Ce test est une reproduction du test 6, mais avec la présence de la force d’amortissement. 
Le succès de ce test sera confirmé par une dissipation d’énergie lors des collisions qui fera en 
sorte que les 5 particules se stabiliseront les unes à côté des autres après quelques itérations en 
temps. 
 
Test 9 : Le neuvième test consiste à faire entrer en collision deux particules, situées au départ à 
une hauteur de 5 cm, chacune d’elle possédant une vitesse initiale de 0,1 m/s. Les forces 
cohésives et d’amortissement sont nulles. La distance entre les particules est de 5 cm. Le succès 
de ce test sera confirmé par une restitution complète de l’énergie de lors de l’impact, ce qui se 
traduira par une vitesse constante avant et après la collision, pour chaque particule. 
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Test 10 : Ce test est une reproduction du test 9, mais avec une force de cohésion faible qui 
contribuera à une perte d’énergie lors du contact. La force d’amortissement est nulle pour ne 
considérer que l’aspect cohésif. Le succès de ce test sera confirmé par une perte d’énergie lors de 
l’impact, ce qui se traduira par une vitesse post impact inférieure à celle qui précède la collision, 
pour chacune des particules. Ce test permet seulement une évaluation qualitative. 
 
Test 11 : Le dernier test, similaire aux tests 9 et 10, sert à démontrer la contribution d’une force 
cohésive élevée lors de la collision. Pour ce faire, deux particules doivent entrer en collision avec 
une énergie de surface très élevée de sorte que les deux particules doivent rester « collées » suite 
à l’impact. La force d’amortissement est considérée nulle pour ne tenir compte que de la 
contribution de la force cohésive. Le succès de ce test sera confirmé si les deux particules restent 
« collées » et si leur vitesse respective est nulle suite à la cohésion. Ce test permet seulement une 
évaluation qualitative. 
 
Chaque test a été effectué à l’aide d’un seul processeur, pour une durée d’environ deux heures sur 
la grappe de calcul Mammouth-Série II de l’Université de Sherbrooke. 
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3.4 Méthodes pour l’évaluation de la précision  
Suite aux tests de vérification, la méthodologie pour les tests d’évaluation de la précision est 
présentée dans cette section. Plus précisément, il est question de la méthode pour calculer l’angle 
de repos statique pour des écoulements de particules cohésives, ainsi que la méthode pour 
déterminer la dilatation de volume d’un lit de particules cohésives dans un sphéroniseur. 
3.4.1 Propriété des particules pour les tests d’évaluation de la précision 
Les propriétés des particules, pour l’étape d’évaluation de la précision, sont présentées au tableau 
3.4.  
 Propriété Valeur 
Pa
rti
cu
le
s 
Rayon 1,2 mm 
Masse volumique (𝜌) 1500 kg/m3 
Module d’Young (𝐸) 200 MPa 
Coefficient de Poisson (𝜈) 0,30 
Facteur d’amortissement normal (𝑐𝑁) 0,30 
Facteur d’amortissement tangentiel (𝑐𝑇) 0,30 
Coefficient de friction (𝜇) 0,10 
Coefficient de friction statique 𝜇𝑠 0,15 
Travail d’adhésion (𝑊)  0 à 65 J/m2 
Pa
ro
i 
Facteur d’amortissement normal (𝑐𝑁) 0,30 
Facteur d’amortissement tangentiel (𝑐𝑇) 0,30 
Coefficient de friction avec le mur (𝜇𝑤) 0,20 
Coefficient de friction statique avec le mur 𝜇𝑠,𝑤 0,30 
Coefficient de friction de roulement (𝜇𝑟) 0,00025 
Travail d’adhésion (𝑊) 0,008 J/m2 
Tableau 3.4: Propriétés des particules utilisées pour les tests d’évaluation de la précision 
 
De la même manière que dans la section 3.3, les propriétés des particules sont identiques à celles 
utilisées par Bouffard, et al. (2012b). De plus, la valeur maximale du travail d’adhésion entre les 
particules est de 65 J/m2, car au-delà de cette valeur, la force cohésive est telle qu’elle surpasse 
toutes les autres forces et il n’y a plus aucun écoulement. En outre, une faible valeur de travail 
d’adhésion a été considérée pour les contacts particule-paroi, sans quoi les simulations ne 
fonctionnaient pas (voir section 4.2.1).  
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3.4.2 Angle de repos 
La géométrie permettant d’effectuer des simulations d’angles de repos est d’abord présentée, 
ainsi que la méthode spécifique pour accomplir ces simulations. 
3.4.2.1 Géométrie 
Afin d’effectuer les tests d’angle de repos, trois géométries cubiques ont été conçues avec le 
logiciel de dessin IDEAS.  Il a été décidé d’utiliser des cubes, car il s’agit d’une géométrie simple 
à concevoir, permettant facilement une simulation en trois dimensions. De plus, des géométries 
similaires ont déjà été utilisées dans la littérature (Anand, et al., 2009). Les deux premiers cubes 
possèdent des arêtes d’une longueur de 20 cm. Ceux-ci sont identiques à la différence que pour 
un des deux, la surface du bas possède une fente de 5 cm de largeur par 20 cm de longueur. Le 
troisième cube possède des arêtes de 30 cm. 
 
3.4.2.2 Méthode 
Dans un premier temps, le cube de 20 cm qui ne possède pas de fente est rempli de 295 837 
particules. Celles-ci sont d’abord générées légèrement au-dessus du cube et tombent ensuite en 
chute libre dans celui-ci.  Ensuite, ce cube est remplacé par celui de 20 cm d’arête qui possède 
une fente sur la surface inférieure, afin de laisser les particules s’écouler. Il est à noter que le 
troisième cube se situe en dessous, permettant ainsi de recueillir les particules. La figure 3-2 
montre la disposition des cubes. 
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Figure 3-2: Disposition des cubes pour les tests d’angle de repos 
 
La surface inférieure du cube possédant la fente est illustrée à la figure 3-3.  
 
 
 
 
 
Figure 3-3: Surface inférieure du cube de 20 cm possédant une fente de 5 cm 
 
L’étape du remplissage du cube est illustrée à la figure 3-4. 
5 cm 
20 cm 
 
20 cm 
30 cm 
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Figure 3-4: Remplissage du cube supérieur 
 
Un total de 33 simulations ont été effectuées sur  la grappe de calculs Mammouth-Série II de 
l’Université de Sherbrooke, à raison de 360 heures de temps de calcul au moyen de 24 
processeurs, ce qui représente un peu plus de 11 secondes de temps réel sauf pour celle dont la 
force cohésive est absente, qui correspond à un temps de 18 secondes.  Le temps est plus long 
lorsque les forces cohésives sont absentes puisque la contribution de la force gravitationnelle est 
plus importante. La première simulation, soit celle où la force cohésive entre les particules est 
nulle, est effectuée avec le code DEM original. De plus, pour les 32 autres simulations, des 
valeurs de travail d’adhésion particule-particule ont été utilisées, afin de correspondre à un 
nombre de Bond précis : 
 
𝐵𝑜 =  𝐹𝑐𝑜ℎ
𝑚𝑔
= 𝐹𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑡𝑟𝑎𝑖𝑡
𝑚𝑔
= 32𝜋𝑊𝑅∗
𝑚𝑔
  (3.4) 
Les différentes valeurs sont présentées au tableau 3.5. 
  
60 
 
Bo W (J/m2) 
0 0 
0,1 0,002616 
0,2 0,005232 
0,3 0,007848 
0,4 0,010464 
0,5 0,013080 
0,6 0,015696 
0,7 0,018312 
0,8 0,020928 
0,9 0,023544 
1 0,026160 
2 0,052320 
3 0,078480 
4 0,104640 
5 0,130800 
6 0,156960 
7,5 0,196200 
8 0,209280 
9 0,235440 
10 0,261600 
12,5 0,327000 
15 0,392400 
17,5 0,457800 
20 0,523200 
25 0,654000 
30 0,784800 
35 0,915600 
38,5 1,007160 
45 1,177200 
50 1,308000 
55 1,438800 
60 1,569600 
65 1,700400 
Tableau 3.5: Valeurs des Bo et de travail d’adhésion pour les simulations d’angles de repos 
  
3.4.2.3 Reproductibilité 
Des tests de reproductibilité pour la vidange du cube et pour l’angle de repos ont été effectués 
pour certains cas de figure, avec la méthode présentée dans la section 3.4.2.2. Les valeurs du 
travail d’adhésion et les nombres de Bond de ces tests sont les suivants : 
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Bo W (J/m2) 
0 0 
5 0,130800 
15 0,392400 
20 0,523200 
65 1,700400 
Tableau 3.6: Valeurs des Bo et de travail d’adhésion pour les tests de reproductibilité 
 
 
3.4.3 Dilatation de volume 
La géométrie permettant d’effectuer des simulations de dilatation de volume est d’abord 
présentée, ainsi que la méthode spécifique pour accomplir ces simulations dans un sphéroniseur. 
Un sphéroniseur consiste en un équipement cylindrique dont la paroi du dessous est en rotation. 
 
3.4.3.1 Géométrie 
De la même manière qu’avec le cube présenté ci-haut, le sphéroniseur a été conçu avec le logiciel 
de dessin IDEAS. Celui-ci est constitué d’un cylindre et d’une plaque circulaire qui constitue le 
fond du sphéroniseur et à laquelle il est possible d’imposer une vitesse de rotation. Les 
dimensions du sphéroniseur utilisé sont présentées à la figure 3-5. 
 
 
 
 
Figure 3-5: Dimensions du sphéroniseur 
 
19 cm 
15 cm 
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3.4.3.2 Méthode 
Un total de 295 840 particules sont ajoutées dans le sphéroniseur illustré à la figure 3-5. Celles-ci 
sont d’abord générées légèrement au-dessus de l’équipement et tombent en chute libre dans celui-
ci. La vitesse de la plaque est fixée à 24,086 rad/s (230 RPM). Un total de 36 simulations ont été 
lancées sur la grappe de calculs Mammouth-Série II en posant différentes valeurs de travail 
d’adhésion. Dans le cas du sphéroniseur, aucune référence au nombre de Bond n’a été effectuée, 
puisque celui-ci varie en fonction de la position à l’intérieur de l’appareil puisque le taux de 
cisaillement n’est pas identique en tout point dans le lit de particules. Il faut donc considérer un 
facteur correctif lors du calcul du nombre de Bond (Bouffard, et al., 2012b) : 
  
𝐵𝑜 =  𝐹𝑐𝑜ℎ
�(𝑚𝑔)2 + (2𝑚𝑅∗?̇?2)2  (3.5) 
où ?̇? est le taux de cisaillement. 
 
Le temps de calcul pour chaque simulation a été fixé à 120 heures pour 24 processeurs, ce qui 
correspond à un temps de simulation réel d’environ 3,5 secondes. Comme dans la section 3.4.2, 
le cas où la force cohésive est nulle a été simulé avec le code DEM original. Les différentes 
valeurs de travail d’adhésion utilisées sont présentées au tableau 3.7. 
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W (J/m2) W (J/m2) 
0 4,5 
0,25 4,75 
0,5 5 
0,75 6 
1 7 
1,25 8 
1,5 9 
1,75 10 
2 11 
2,25 12 
2,5 13 
2,75 14 
3 15 
3,25 16 
3,5 17 
3,75 18 
4 19 
4,25 20 
Tableau 3.7: Valeurs de travail d’adhésion pour les tests d’écoulement dans le sphéroniseur 
 
Enfin, pour chaque simulation, le volume du lit de particules de forme toroïdale est calculé et est 
comparé avec le volume du lit obtenu lorsque les forces cohésives sont nulles. Le volume est 
calculé selon le théorème de Pappus-Guldin (Lanni, Saramago, & Ceccarelli, 2002) qui permet de 
calculer le volume selon un tore dont la surface transversale est circulaire :  
 𝑉 =  2𝜋 ∙ 𝜋𝑟2 ∙ 𝑅  (3.6) 
où 𝑟 est le rayon d’une section transversale du tore et 𝑅 est la distance entre le milieu du tore 
jusqu’au milieu de la section transversale. Pour un tore dont la surface est elliptique, ce qui est le 
cas dans la présente étude, l’équation 3.6 devient :  
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 𝑉 =  2𝜋 ∙ 𝜋𝑟1𝑟2 ∙ 𝑅  (3.7) 
En remplaçant 𝑟1 par 𝑎, 𝑟2 par 𝑏 et 𝑅 par 𝑐 et en simplifiant, l’équation 3.7 devient : 
 𝑉 =  2𝜋2𝑎𝑏𝑐  (3.8) 
Enfin, tel qu’illustré à la figure 3-6, la véritable forme obtenue lors d’un écoulement dans le 
sphéroniseur correspond à un quart de tore elliptique. 
 
 
 
 
Figure 3-6: Calcul du volume de la forme toroïdale 
 
L’équation 3.7 devient donc : 
 
𝑉 =  2𝜋2𝑎𝑏𝑐4   (3.9) 
 
3.4.3.3 Tests supplémentaires 
Puisque les simulations dans le sphéroniseur ne représentent qu’environ 3,5 secondes de temps 
réel, une d’entre elles a été relancée quatre fois sur la grappe de calcul pour pouvoir déterminer si 
le volume calculé était constant. Cette simulation est celle où la valeur du travail d’adhésion était 
de 0,5 J/m2. Les valeurs du travail d’adhésion des simulations supplémentaires effectuées sont 
présentées au tableau 3.8, ainsi que le temps de calcul utilisé et le temps réel pour chacune d’elle. 
 
a 
c 
b 
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W (J/m2) Nombre d’heures de temps de calcul au moyen de 24 processeurs Temps réel (s) 
0,25 120 3 
0,5 480 15 
4,5 120 3 
8 120 3 
12 120 3 
Tableau 3.8: Simulations supplémentaires dans le sphéroniseur 
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CHAPITRE 4 RÉSULTATS ET DISCUSSION 
 
Au chapitre 3, la méthodologie concernant les tests de vérification et d’évaluation de la précision 
a été présentée. Le chapitre 4 concerne maintenant les résultats et l’analyse de ces tests. La 
première section concerne l’étape de vérification, afin de s’assurer que le code informatique 
fonctionne correctement. Il est important de spécifier qu’il s’agit d’une vérification qualitative 
seulement. Ensuite, la deuxième section contient les résultats et l’analyse des tests d’évaluation 
de la précision, plus précisément de l’augmentation de l’angle de repos en fonction de la force 
cohésive, ainsi que la dilatation du volume du lit de particules à l’intérieur du sphéroniseur. 
 
4.1 Résultats des tests de vérification  
Pour le premier test de vérification illustré à la figure 4-1, on peut constater que la particule, qui 
chute à partir d’une hauteur prédéfinie de 10 cm, rebondit et revient toujours à sa hauteur initiale 
et ce à l’infini. C’est le cas pour le code original, ainsi que pour le code modifié. Par ailleurs, la 
vitesse oscille toujours entre environ -1,2 m/s et 1,2 m/s dans le cas des deux codes (figure 4-2). 
Ceci confirme donc de manière qualitative le test 1.  
 
Figure 4-1: Variation de la hauteur pour test 1 de l’étape de vérification 
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Figure 4-2: Variation de la vitesse pour le test 1 de l’étape de vérification 
 
Il est possible de constater aux graphiques 4-1 et 4-2 qu’il y a des variations à chaque fois que la 
particule en collision avec la paroi inférieure. Il se pourrait que la cause soit la fréquence 
d’enregistrement des données dans le fichier de sortie du programme informatique (60 
enregistrements par seconde). Le second test de vérification illustré à la figure 4-3 est aussi un 
succès. En effet, en retirant la gravité et en conservant uniquement la force de contact normale 
élastique, la particule entre en collision sur chaque paroi de droite à gauche et vice versa. Les 
résultats sont identiques pour le code original et pour le code modifié. 
 
 
Figure 4-3: Variation de la position en X pour le test 2 de l’étape de vérification 
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Puisque l’énergie est complètement restituée lors d’un contact, la vitesse de 10 m/s est toujours 
conservée, ce qui est juste. Ceci est illustré à la figure 4-4. 
 
Figure 4-4: Variation de la vitesse pour le test 2 de l’étape de vérification 
 
Le troisième test illustré à la figure 4-5 consistait à reproduire le premier test, mais en ajoutant la 
force d’amortissement. Encore une fois, les résultats du code original et ceux du code modifié 
sont identiques. De plus, il est possible de constater que suite à un premier impact, une partie de 
l’énergie n’est pas restituée et par conséquent la particule cesse rapidement de rebondir sur la 
paroi inférieure pour ensuite se stabiliser au repos. 
 
Figure 4-5: Variation de la hauteur pour le test 3 de l’étape de vérification 
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La figure 4-6 permet de visualiser à chaque fois la diminution de la vitesse et ce, pour chaque 
rebond de la particule. 
 
Figure 4-6: Variation de la vitesse pour le test 3 de l’étape de vérification 
 
Le quatrième test illustré à la figure 4-7 est une reproduction du deuxième test, avec l’ajout de la 
force d’amortissement. La particule entre en collision avec la paroi de droite et on peut constater 
qu’une portion de l’énergie n’est pas restituée. Ensuite, la particule entre en collision avec la 
paroi de gauche et il y a encore une perte d’énergie par amortissement. Tel qu’illustré à la figure 
4-8, la vitesse diminue suite à une collision. Ce test est donc aussi un succès. 
 
Figure 4-7: Variation de la position en X pour le test 4 de l’étape de vérification 
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Figure 4-8: Variation de la vitesse pour le test 4 de l’étape de vérification 
 
À partir du cinquième test, 5 particules sont maintenant utilisées. Pour ce test, les 5 particules 
parfaitement alignées à la verticale tombent en chute libre à partir d’une hauteur prédéfinie. 
Puisque la seule force de contact conservée pour ce cas est la force normale élastique, les 
particules rebondissent à l’infini les unes sur les autres. Ceci est un comportement complexe et 
difficile à illustrer. Tout de même, la figure 4-9 montre les résultats des deux premières secondes 
de simulation pour le code modifié. Il est possible de voir que les particules sont séparées 
initialement par la même distance et qu’elles rebondissent les unes sur les autres sans arrêt.  
 
Figure 4-9: Variation de la hauteur pour le code DEM modifié le test 5 de l’étape de vérification 
 
-0,06
-0,04
-0,02
0
0,02
0,04
0,06
0,08
0,1
0,12
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Vi
te
ss
e 
se
lo
n 
la
 c
om
po
sa
nt
e 
X 
(m
/s
)
Temps (s)
Force horizontale élastique avec amortissement - 1 particule
Code DEM modifié Code DEM original
0
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
Ha
ut
eu
r (
m
)
Temps (s)
Force normale élastique sans amortissement - 5 particules - code DEM modifié
Particule 1 Particule 2 Particule 3 Particule 4 Particule 5
71 
 
La figure 4-10 illustre les résultats obtenus avec le code original. Ceux-ci sont similaires aux 
résultats présentés à la figure 4-9. 
 
Figure 4-10: Variation de la hauteur pour le code DEM original pour le test 5 de l’étape de 
vérification 
 
Le sixième test consistait à reproduire le deuxième, mais avec 5 particules. Il est possible de 
constater que les particules se dirigent à l’horizontale et qu’aucune perte d’énergie par 
amortissement n’est présente. En effet, celles-ci percutent les parois latérales de la droite vers la 
gauche et de la gauche vers la droite à l’infini. Ceci est illustré à la figure 4-11. Par ailleurs, les 
résultats obtenus avec le code DEM original (fig. 4-12) semblent identiques à ceux obtenus avec 
le code DEM modifié, ce qui confirme le succès de ce test. 
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Figure 4-11: Variation de la position en X code DEM modifié pour le test 6 de l’étape de 
vérification 
 
 
Figure 4-12: Variation de la position en X du code DEM original pour le test 6 de l’étape de 
vérification 
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stabiliser les unes sur les autres sur la paroi. Les résultats obtenus avec le code original (fig 4-14) 
sont similaires aux résultats obtenus avec le code DEM modifié. Le test est donc un succès. 
 
 
Figure 4-13: Variation de la hauteur du code DEM modifié pour le test 7 de l’étape de 
vérification 
 
Figure 4-14: Variation de la hauteur du code DEM original pour le test 7 de l’étape de 
vérification 
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que très lentement vers la paroi latérale située de l’autre côté. Les résultats obtenus avec le code 
original (fig. 4-16) semblent aussi identiques à ceux obtenus avec le code modifié. 
 
 
Figure 4-15: Variation de la position en X du code DEM modifié pour le test 8 de l’étape de 
vérification 
 
 
Figure 4-16: Variation de la position en X du code DEM original pour le test 8 de l’étape de 
vérification 
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Pour les 3 derniers tests, seulement deux particules sont considérées. Dans un premier temps, le 
test 9 illustré à la figure 4-17 consistait en l’impact de deux particules avec la force normale 
élastique comme seule force de contact. Lors de l’impact des particules, l’énergie est 
complètement restituée et celles-ci s’éloignent avec la même vitesse qu’elles possédaient avant 
l’impact. Le succès de ce test est donc confirmé. 
 
 
Figure 4-17: Variation de la vitesse pour le test 9 de l’étape de vérification 
 
Le dixième illustré à la figure 4-18 consistait à reproduire le neuvième test, mais en ajoutant une 
faible force cohésive. Suite à l’impact, une partie de l’énergie n’est pas restituée, puisque la 
vitesse post-impact est plus faible que celle précédent l’impact, ce qui confirme le succès du 
dixième test. 
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Figure 4-18: Variation de la vitesse pour le test 10 de l’étape de vérification 
 
Enfin, pour le onzième et dernier test illustré à la figure 4-19, le dixième test est reproduit, mais 
en considérant une force cohésive élevée, de sorte que les particules doivent restées collées l’une 
sur l’autre. Suite aux résultats obtenus, il s’avère que c’est effectivement le cas, ce qui confirme 
le succès de ce dernier test. 
 
 
Figure 4-19: Variation de la vitesse pour le test 11 de l’étape de vérification 
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Suite aux onze tests de vérification, il semble que les résultats obtenus avec le code DEM modifié 
soient cohérents et similaires aux résultats obtenus avec le code DEM original. Par contre, des 
comparaisons avec des solutions analytiques devraient être effectuées pour plus de rigueur. De 
plus, selon les trois derniers tests, il semble que l’ajout d’un modèle de force permettant de 
considérer la force cohésive fonctionne correctement. Il est cependant nécessaire de rappeler que 
ces tests consistent en une vérification qualitative seulement. 
 
4.2 Résultats de l’évaluation de la précision 
Suite au succès des tests de vérification du code informatique, les simulations d’angle de repos à 
l’aide de la vidange d’un cube ont été effectuées, ainsi que les tests de dilatation de volume. 
4.2.1 Augmentation de l’angle de repos en fonction du nombre de Bond  
Les résultats principaux des 33 tests d’angle de repos présentés dans la section 3.4.2 sont illustrés 
à la figure 4-20. En moyenne, chacune des simulations correspond à un temps moyen réel de 11 
secondes, sauf celle avec Bo = 0, qui correspond à un temps moyen de 18 secondes puisqu’il 
s’agit d’un écoulement libre. À la lumière des résultats obtenus, il s’avère que malgré un temps 
d’écoulement d’environ 11 secondes, certaines particules continuaient tout de même à s’écouler. 
Cependant, il a été constaté que cela était négligeable et que l’impact sur l’angle de repos était 
peu élevé. 
 
 
a) Bo = 0 b) Bo = 0,1 
  
c) Bo = 0,2 d) Bo = 0,3 
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e) Bo = 0,4 f) Bo = 0,5 
  
g) Bo = 0,6 h) Bo = 0,7 
  
i) Bo = 0,8 j) Bo = 0,9 
  
k) Bo = 1 l) Bo = 2 
  
m) Bo = 3 n) Bo = 4 
  
o) Bo = 5 p) Bo = 6 
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q) Bo = 7,5 r) Bo = 8 
  
s) Bo = 9 t) Bo = 10 
  
u) Bo = 12,5 v) Bo = 15 
  
w) Bo = 17,5 x) Bo = 20 
  
y) Bo = 25 z) Bo = 30 
  
aa) Bo = 35 bb) Bo = 38,5 
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cc) Bo = 45 dd) Bo = 50 
  
ee) Bo = 55 ff) Bo = 60 
 
 
gg) Bo = 65  
Figure 4-20: Angles de repos obtenus pour la vidange du cube 
 
En ce qui concerne l’écoulement à travers l’orifice de 5 cm de largeur, il s’avère que selon les 
résultats obtenus, l’écoulement complet est possible jusqu’à ce que la force cohésive entre les 
particules soit environ 7,5 fois plus élevée que le poids (Bo = 7,5). À partir de Bo = 8, la force 
cohésive est telle qu’une portion du lit de particules, qui se trouve au-dessus de la fente, ne 
s’écoule pas, conformément à ce qui est décrit dans les travaux de Matuttis & Schinner (2001). 
Par ailleurs, en analysant les données obtenues, il est possible de constater la formation d’une 
arche au niveau de cette portion de particules. La formation de celle-ci peut s’expliquer par le fait 
que les particules situées au-dessus du lit de particule vont s’écouler vers la section de la fente qui 
n’est pas obstruée. Pour les simulations allant de Bo = 0 à Bo = 7,5, la figure 4-21 illustre bien la 
relation entre l’angle de repos et le nombre de Bond. 
81 
 
 
Figure 4-21: Angle de repos en fonction du nombre de Bond 
 
Conformément à l’information recueillie lors de la revue de littérature (Nase, et al., 2001), 
l’angle de repos semble augmenter de façon linéaire de Bo = 0 à Bo = 1, soit jusqu’à ce que la 
force cohésive devient égale au poids particulaire et à partir de Bo = 1, l’évolution de l’angle 
n’est plus la même. En effet, de Bo = 1 et jusqu’à Bo = 7,5, l’angle semble se stabiliser aux 
alentours de 64°, ce qui est cohérent, car à partir de ce stade la force cohésive dépasse largement 
l’effet de la gravité et un écoulement complet n’a pas lieu. En effet, à partir de ce moment, les 
particules ne s’écoulent pas avec fluidité, il s’agit plutôt de détachements sporadiques 
d’agglomérats non uniformes de particules. En outre, l’angle final obtenu est étroitement lié à la 
largeur de la fente de la paroi inférieure du cube (Anand, et al., 2009). Ainsi, il n’est pas possible 
de comparer directement l’angle obtenu avec les données trouvées dans la littérature. En effet, 
l’utilisation d’une fente d’une plus grande largeur aurait permis d’atteindre un angle final plus 
important.  
 
Pour les simulations de vidange du cube, il est aussi important de spécifier que la valeur du 
travail d’adhésion particule-paroi utilisée lors des tests de vérification ne semblait pas adéquate. 
En effet, avec une valeur de 1·10-9 J/m2, les simulations s’arrêtaient subitement lors de la 
décharge du cube, au moment où les particules qui s’écoulaient entraient en contact avec la paroi 
0
10
20
30
40
50
60
70
0 1 2 3 4 5 6 7 8
An
gl
e 
de
 re
po
s (
°)
 
Nombre de Bond 
Augmentation de l'angle de repos selon le nombre de Bond 
82 
 
inférieure du cube de récupération. Pour contrer ce problème, une valeur de 0,008 J/m2 a dû être 
utilisée pour l’interaction particule-paroi, ce qui correspond approximativement à Bo = 3. 
L’impact de l’utilisation de cette valeur n’est pas connu, cependant il est peu probable que 
l’écoulement au niveau de l’orifice en soit grandement affecté. De plus, cette valeur a été 
sélectionnée, car il s’agit de la plus petite valeur possible qui a permis aux simulations de bien 
fonctionner. Il s’agit probablement d’un problème lié à la parallélisation du code DEM modifié. 
 
Des tests de reproductibilité ont aussi été menés. Les résultats de l’état final de ces tests sont 
présentés à la figure 4-22 pour des nombres de Bo de 0, 0,5, 15, 20 et 65. 
 
  
      a) Bo = 0 – Test 1            b) Bo = 0 – Test 2 
  
      a) Bo = 0,5 – Test 1            b) Bo = 0,5 – Test 2 
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      a) Bo = 15 – Test 1            b) Bo = 15 – Test 2 
  
      a) Bo = 20 – Test 1            b) Bo = 20 – Test 2 
  
      a) Bo = 65 – Test 1            b) Bo = 65 – Test 2 
 
Figure 4-22: Tests de reproductibilité pour les tests d’angle de repos 
 
Il a été constaté que l’écoulement des particules ne s’effectue pas exactement de manière 
identique. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’il s’agit d’un système chaotique et que l’erreur 
numérique varie exponentiellement avec le pas de temps. Par contre, les états finaux obtenus pour 
l’ensemble des simulations présentées à la figure 4-22 sont similaires. Il se peut aussi que la 
manière dont les calculs sont effectués sur la grappe de calculs (calculs en parallèle) ait aussi un 
impact considérable sur la variabilité des résultats obtenus. 
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4.2.2 Dilatation de volume dans le sphéroniseur 
Les tests de dilatation de volume présentés dans la section 3.4.3 ont été effectués dans le 
sphéroniseur et consistent en une étude préliminaire. Sur les 36 simulations prévues, 26 ont été 
complétées avec succès. En effet, pour une dizaine de tests, une erreur de segmentation était 
obtenue. Ce problème est généralement lié à une utilisation d’un emplacement mémoire qui n’est 
pas alloué au programme informatique. Les tests complétés et non complétés sont présentés au 
tableau 4.1. 
Tests complétés Tests non complétés 
W (J/m2) W (J/m2) W (J/m2) 
0 3,5 1,25 
0,25 3,75 4 
0,5 4,5 4,25 
0,75 4,75 11 
1 5 13 
1,5 6 15 
1,75 7 17 
2 8 18 
2,25 9 19 
2,5 10 20 
2,75 12  
3 14  
3,25 16  
Tableau 4.1: Tests complétés et non complétés pour la dilatation de volume 
 
Dans le cadre de la présente étude, la cause exacte de l’erreur de segmentation n’a pas été 
déterminée. Cependant, puisque tous les tests dont la valeur du travail d’adhésion dépasse 16 
J/m2 n’ont pas fonctionnés, il est fort possible que l’erreur soit causée par un problème dans le 
code informatique. Ceci serait à examiner davantage, car des simulations avec de fortes valeurs 
de travail d’adhésion étaient possibles lors des tests d’angle de repos à la section 4.2.1. Les 
profils de surface dans la direction azimutale sont présentés à la figure 4-23 pour les tests 
complétés avec succès. 
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a) W = 0 J/m2 b) W = 0,25 J/m2 
  
c) W = 0,5 J/m2 d) W = 0,75 J/m2 
  
e) W = 1 J/m2 f) W = 1,5 J/m2 
  
g) W = 1,75 J/m2 h) W = 2 J/m2 
  
i) W = 2,25 J/m2 j) W = 2,5 J/m2 
  
k) W = 2,75 J/m2 l) W = 3 J/m2 
  
m) W = 3,25 J/m2 n) W = 3,5 J/m2 
  
o) W = 3,75 J/m2 p) W = 4,5 J/m2 
  
q) W = 4,75 J/m2 r) W = 5 J/m2 
  
s) W = 6 J/m2 t) W = 7 J/m2 
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u) W = 8 J/m2 v) W = 9 J/m2 
  
w) W = 10 J/m2 x) W = 12 J/m2 
  
y) W = 14 J/m2 z) W = 16 J/m2 
Figure 4-23: Profils du lit de particules dans le sphéroniseur selon une coupe dans la direction 
azimutale, pour différentes valeurs de travail d’adhésion  
 
En l’absence de forces cohésives, soit lorsque W = 0 J/m2, il est facile de constater que le profil 
de surface est lisse et semble uniforme. L’effet de la force cohésive commence à être plus 
apparent à partir de W = 0,75 J/m2, puisque le profil est moins uniforme et que des agglomérats 
de particules se forment. Ensuite, plus le travail d’adhésion augmente, moins le profil de surface 
est lisse et uniforme. À partir de W = 6 J/m2, le profil de surface, selon les résultats obtenus, se 
modifie de sorte que l’apparence est plutôt triangulaire. Enfin, à partir de W = 12 J/m2, le lit de 
particules ne prend plus l’aspect d’une forme toroïdale uniforme. À ce moment, la force cohésive 
entre les particules est telle qu’elle surpasse énormément les autres forces. Cette perte de symétrie 
pourrait s’expliquer par la manière dont les particules sont ajoutées au sphéroniseur. En effet, le 
bloc de particules qui est ajouté n’est pas directement dans le milieu du sphéroniseur. De plus, la 
plaque du bas était déjà en rotation à ce moment. Ceci est illustré à la figure 4-24. 
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Figure 4-24: Ajout du bloc de particules dans le sphéroniseur 
 
La transition entre W = 12 J/m2 et W = 14 J/m2 est illustrée à la figure 4-25. 
 
 
a) W = 12 J/m2 b) W = 14 J/m2 
Figure 4-25: Transition entre W = 12 J/m2 et W = 14 J/m2 dans le sphéroniseur 
 
Le volume de la forme toroïdale a été calculé pour chacune des 26 simulations qui ont 
convergées (fig. 4-26). Les résultats sont aussi présentés selon le pourcentage de dilatation du 
volume par rapport au volume obtenu lorsqu’il y a absence de force cohésive (fig. 4-27). 
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Figure 4-26: Volume du lit de particules dans le sphéroniseur en fonction du travail d’adhésion  
 
 
Figure 4-27: Pourcentage de dilatation du volume du lit de particules dans le sphéroniseur en 
fonction du travail d’adhésion 
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Selon les résultats, il est apparent que dans l’ensemble, le volume du lit de particules augmente 
avec la force cohésive, ce qui est cohérent avec la littérature (Alexander, et al., 2006; Faqih, 
Chaudhuri, Alexander, et al., 2006; Faqih, Chaudhuri, Muzzio, et al., 2006; R. Yang, et al., 
2007).  Cependant, avec les résultats obtenus, il n’est pas possible d’établir une règle spécifique, 
puisque le volume ne semble pas se dilater selon une tendance précise. Les résultats obtenus 
représentent un temps de simulation réel moyen d’environ 3 secondes et les résultats des 
simulations supplémentaires dont le temps réel moyen est d’environ 6 secondes sont aussi 
présentés dans les même graphiques (fig. 4-26 et 4-27). Ainsi, il s’avère que selon les résultats 
obtenus, le volume semble stable après un temps de 3 secondes, puisque la variation entre 3 
secondes et 6 secondes est négligeable. Pour appuyer ces propos, davantage de simulations ont 
été effectuées avec une valeur de 0,5 J/m2 pour vérifier la variation du volume du lit de particules 
dans le temps.  Les résultats sont présentés à la figure 4-28. 
 
 
Figure 4-28: Variation du volume du lit de particules dans le sphéroniseur pour W = 0,5 J/m2  
 
Après un temps réel de 15 secondes, il semble que le volume du lit de particules ne soit pas tout à 
fait stable. Tout de même, il n’est pas aisé de comparer avec la littérature, car même si les 
résultats obtenus présentent la même tendance, l’ordre de grandeur est différent. Dans l’étude de 
Faqih, Chaudhuri, Muzzio, et al. (2006) qui concerne la dilatation du lit de particules dans un 
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tambour rotatif, le degré de maximal de dilatation obtenue est d’environ 25%, alors que dans la 
présente étude, il est près de 125%. Cependant, l’ordre de grandeur des forces utilisées n’est pas 
indiqué et fort probablement inférieur à celle dans ce projet. Aussi, il n’est pas possible selon la 
présente étude de déterminer si le degré de dilatation atteint éventuellement un plateau ou s’il 
continue à augmenter. 
 
En outre, les profils de vitesse dans la direction azimutale pour les simulations dans le 
sphéroniseur sont présentés à la figure 4-30. La légende pour la figure 4-30 est présentée à la 
figure 4-29. Plus la couleur tend vers le rouge, plus la vitesse est élevée. À l’opposé, plus la 
couleur tend vers le bleu, plus la vitesse est faible. 
 
Figure 4-29: Légende pour les profils de vitesse 
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a) W = 0 J/m2 b) W = 0,25 J/m2 
  
c) W = 0,5 J/m2 d) W = 0,75 J/m2 
  
e) W = 1 J/m2 f) W = 1,5 J/m2 
  
g) W = 1,75 J/m2 h) W = 2 J/m2 
  
i) W = 2,25 J/m2 j) W = 2,5 J/m2 
92 
 
  
k) W = 2,75 J/m2 l) W = 3 J/m2 
  
m) W = 3,25 J/m2 n) W = 3,5 J/m2 
  
o) W = 3,75 J/m2 p) W = 4,5 J/m2 
  
q) W = 4,75 J/m2 r) W = 5 J/m2 
  
s) W = 6 J/m2 t) W = 7 J/m2 
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u) W = 8 J/m2 v) W = 9 J/m2 
  
w) W = 10 J/m2 x) W = 12 J/m2 
  
y) W = 14 J/m2 z) W = 16 J/m2 
Figure 4-30: Profils de vitesse en fonction du travail d’adhésion dans le sphéroniseur 
 
Il est possible de remarquer que les profils de vitesse sont très différents entre l’écoulement libre 
représenté à la figure 4-29a, c’est-à-dire lorsque les forces cohésives sont absentes, et 
l’écoulement fortement cohésif représenté à la figure 4-29z. Lorsque les forces cohésives sont 
absentes ou faibles, la vitesse des particules près de la paroi inférieure en rotation est élevée, 
puisqu’elles sont soumises à un cisaillement très important. Plus la cohésion augmente, plus 
celle-ci surpasse les autres forces en jeux. Ainsi, les particules restent davantage collées les unes 
sur les autres.  La vitesse de ces dernières est donc grandement diminuée près de la paroi 
inférieure en rotation, ainsi qu’à l’intérieur même du lit de particules. 
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4.2.3 Résumé de l’étape d’évaluation de la précision 
L’étape d’évaluation de la précision a comporté deux étapes distinctes. Dans un premier temps, 
des simulations d’angles de repos ont été complétées et analysées. Il s’avère que selon les 
résultats obtenus, l’angle de repos augmente en fonction de la force cohésive entre les particules, 
ce qui correspond à l’information recueillie dans la littérature. Dans un deuxième temps, une 
étude préliminaire de la dilatation du volume du lit de particules dans un sphéroniseur fut 
effectuée. Les résultats obtenus indiquent que le volume du lit de particules augmente avec la 
force cohésive, ce qui est aussi qualitativement en accord avec la littérature. 
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CHAPITRE 5 CONCLUSION 
 
5.1 Synthèse des travaux 
 
L’objectif principal de ce projet était la modélisation numérique de l’écoulement de particules 
cohésives à l’aide de la méthode des éléments discrets. Inspiré par des manipulations 
expérimentales qui ont permis de déterminer qu’il était possible de faire varier les forces 
cohésives entre les particules en les enrobant d’un polymère, la prochaine étape était de procéder 
à des simulations. Plus particulièrement, les objectifs spécifiques étaient de démontrer 
l’augmentation de l’angle de repos statique en fonction des forces cohésives et de démontrer 
l’expansion de volume due aux forces cohésives à l’intérieur d’un sphéroniseur. Pour ce faire, un 
modèle de cohésion pour la direction normale du contact et un second pour la direction 
tangentielle ont été sélectionnés et implantés dans le code DEM original de l’URPEI. Ensuite, des 
tests de vérification du code ont été effectués pour valider qualitativement la direction normale du 
contact entre les particules. Aussi, des tests d’angle de repos et de dilatation de volume ont été 
complétés. Dans un premier temps, les tests d’angles de repos réalisés par la vidange d’un cube 
possédant une fente sur la paroi inférieure ont permis de vérifier que l’angle de repos augmente 
en fonction de la force cohésive entre les particules. De plus, les tests de dilatation de volume 
effectués dans un mélangeur rotatif ont permis aussi de constater l’augmentation du volume du lit 
de particules en fonction de la force cohésive.   
 
5.2 Limitations et recommandations 
 
Puisque les écoulements de particules avec la présence de forces cohésives ne sont pas encore 
parfaitement compris et qu’il s’agit d’un sujet de recherche récent, il va de soi que ce projet n’est 
pas complet. Il s’agit d’une étude préliminaire visant à mieux comprendre l’impact des forces 
cohésives sur l’écoulement de particules. Suite à cela, il est donc possible de faire les 
recommandations suivantes pour des travaux futurs : 
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 Déterminer la raison de l’erreur de segmentation obtenue dans plus d’une dizaine de 
simulations avec le mélangeur rotatif ; 
 Déterminer la raison pour laquelle le nouveau code informatique ne fonctionne pas si la 
valeur du travail d’adhésion est trop petite pour une interaction particule-paroi ; 
 Effectuer des tests de vérification pour la direction tangentielle du contact avec le 
nouveau code informatique ; 
 Valider les tests de vérification avec des solutions analytiques ; 
 Étudier davantage les modèles à utiliser pour la force normale dissipative et pour la force 
tangentielle dissipative ; 
 Vérifier la contribution de la force tangentielle par rapport à la force normale pour des 
écoulements de particules cohésives ; 
 Effectuer des simulations de plus longues durées dans le mélangeur rotatif pour être en 
mesure d’effectuer des comparaisons adéquates avec les résultats expérimentaux ; 
 Implanter un modèle de force basé sur les ponts liquides pour pouvoir être en mesure de 
mieux se comparer avec la littérature, puisqu’il y a beaucoup de recherches effectuées 
avec des ponts liquides / forces capillaires. 
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